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Предисловие 

Данная книга представляет собой второй том четырехтомника 
“Математический анализ”. 

Учебник написан в рамках цикла книг по разделам высшей 
математики, составленных на основе курсов лекций, читаемых 
автором в Санкт-Петербургском государственном политехниче- 
ском упиверситете, оспованием для написания которого послу- 
жило желание дать достаточное по строгости, глубине и доходчи- 
вости изложение основ высшей математики. 

Учебник адресован студентам первых курсов высших техниче- 
ских учебных заведений, обучающимся по направлениям и профи- 
лям технических специальностей высшего образования (ВО), раз- 
дел “Математический и естественнонаучный цикл” для которых 

содержит согласно ФГОС ВО курс “Математический анализ” или 
“Высшая математика”. Он может быть использован и для самостоя- 
тельной подготовки и повышения квалификации по базовой части 
этих дисциплин. Для успешного овладения материалом обучаю- 
щиеся должиы хорошо зпать школьный курс математики, начала 
математического анализа в объеме первого тома учебника “Мате- 
матический анализ” и владеть павыками логического и алгоритми- 
ческого мышления, а также математическими методами решения 
задач согласно требованиям стандартов среднего образования. 

Во втором томе учебника изложен теоретический материал 
по темам “Понятие первообразной функции и неопределенного 

интеграла”, “Некоторые сведения о комплексных числах и алгебра- 
ических многочленах. Интегрирование в элементарных функциях”, 

“Разложение правильных рациональных дробей на сумму простей- 
ших дробей”, “Интегрирование правильных рациональных дро- 
бей”, “Иитегрировапие некоторых алгебраических иррациопаль- 
ностей”, “Интегрирование некоторых трансцендентных функций”, 
“Понятие определенного интеграла. Призиаки интегрируемости 
функций”, “Классы интегрируемых функций”, “Свойства опре- 
деленного интеграла. Определенный интеграл как функция сво- 
его верхнего (нижнего) предела”, “Основная формула интеграль- 
ного исчисления. Интегрирование по частям. Замена переменных



в определенных интегралах”, “Несобственные интегралы первого 

и второго рода. Признаки сходимости несобственных интегралов”, 
“Приложения определенного интеграла к вычислению площадей 

плоских фигур, к вычислению длин кривых, к вычислению площа- 
дей поверхностей вращения, к вычислению объемов тел, к вычис- 
лению статических моментов и координат центра масс плоских 
кривых и плоских фигур”. 

Разобрано большое количество примеров и задач, разъясняю- 
щих основные идеи, понятия, теоретические факты и их практиче- 
ское применение. 

Перечисленные выше темы определяют содержание компетен- 
ций, знаний и умений, формируемых при изучении материала. 
В результате изучения второго тома учебника “Математический 
анализ” обучающиеся должны: 

знать 
— положения и теоретические основы интегрального исчисле- 

НИЯ; 
— методы решения прикладных задач, базирующиеся на вычис- 

лении интегралов, работе с комплексными числами; 
уметь 
— использовать полученные знания о математических поня- 

тиях, методах и моделях в практической деятельности при вычис- 
лепии интегралов и иных характеристик, встречающихся в курсах 
естественнонаучных, общепрофессиональных и специальных дис- 
IMI; 

— применять теоретические знания для математического иссле- 
дования реальпых объектов, а также анализа и интерпретации 
полученных результатов в прикладных задачах; 

— самостоятельно формулировать, обосновывать и строго логи- 
чески и математически доказывать утверждения из области интс- 
грального исчисления функций одной вещественной переменной; 

— выбирать необходимые математические методы для решения 
практических задач; 

владеть 
— навыками разрешения проблем, возникающих в ходе мате- 

матического моделирования реальных процессов и явлений мето- 
дами интегрального исчисления функций одной вещественной 
переменной; 

— навыками работы с учебной и научной математической лите- 
ратурой для поиска необходимой ииформации по вопросам вычис- 
ления неопределенных и определенных интегралов.



На основе полученных знаний у обучающихся формируются 

следующие общекультурные и профессиональные компетенции: 
— способность использовать основные законы и методы диф- 

ференциального и интегрального исчисления в профессиональной 
деятельности, применять методы математического анализа и моде- 
лирования функций одной переменной в теоретических и экспери- 
ментальных исследованиях; 

— умение выявить математическую сущность проблем, возни- 
кающих в ходе профессиональной деятельности, привлечь для их 
решения физико-математический аппарат исчисления бесконечно 
малых и бесконечно больших величин, графическое представление 
на базе исследования монотонности и выпуклости фупкций, оты- 
скания экстремумов; 

— способность разрабатывать математические модели объектов 
профессиональной деятельности с привлечением дифференциро- 
вания и интегрирования функций, а также определять характери- 
стики реальных объектов по разработанным моделям.



Глава 5 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

$ 1. Понятие первообразной функции 
и неопределенного интеграла 

Вспомним, что первым шагом в дифференциальном исчисле- 
нии было решение задачи об отыскании по заданной функции ее 
производной или дифференциала. 

Однако во многих вопросах математического анализа и его при- 

ложений приходится не по заданной функции искать ее производ- 
ную или дифференциал, а наоборот — восстанавливать функцию по 
известной ее производной или по известному ее дифференциалу. 

Определение. Пусть функция f(x) определена на некотором 
конечном или бесконечном промежутке (a,b) (т.е. на открытом, 
полуоткрытом или замкнутом промежутке, причем если рассмат- 
риваемый промежуток является замкнутым, то он может быть толь- 
ко конечным). 

Пусть функция F(x) определена и непрерывна на этом же 
промежутке (a,b) и такая, что 

F(x) = f(x) для хЕ (a,b). (1) 
Тогда функция F(x) называется первообразной для функции 

J (x) на промежутке (a,b). 
Связь между f(x) и ее первообразной F(x) может быть выра- 

жена и так: 

АЕ(х) = f(x)dx,x e (a,b). (2) 

Справедливы следующие утверждения: 
I. Если функция F(x) является первообразной для функции 

J (x) в промежутке (a,b), то и функция Е(х)+С, где C— произ- 
вольная постоянная, тоже первообразная для f(x) в (a,b).



» Действительно, имеем: 
1) Е(х) +С определена и непрерывна Ha (a,b), и 

2) (Е(х)+С) = F(x) +0 = f(x), хе (a,b). 4 

IT. Любая первообразная для функции f(x) на промежутке (а, 5) 

содержится во множестве 

{ F(x) +C}, x € (a,b). (3) 

» Всамом деле, пусть F(x) — первообразная для f(x) Ha (a,b), 
а Ф(х) — любая другая первообразная для f(x), Ha (a,b). Имеем, по 
определению: 

1) F(x) и Ф(х) определены и непрерывны на промежутке (а,65); 
2) Е’(х) = f(x) и (x) = f(x) для хе (a,b). 
Видим, что F(x) и Ф(х) имеют в (a,b) совпадающие произ- 

водные. Но тогда эти функции в промежутке (a,b) отличаются 

друг от друга на постоянную величину, т.е. 

Ф(х)- F(x) = C(const), x € (a,b) > D(x) = F(x) +C,xe (a,b). 

Видим, что Ф(х) получается из (3) надлежащим выбором 
постоянной С. 4 

Определение. Множество {Р(х) + С} всех первообразных функ- 

ции f(x), определенных на промежутке (a,b), называется неопреде- 
ленным интегралом от функции f(x) на этом промежутке и обо- 
значается через 

[годах . (4) 
Здесь символ | — знак интеграла, f(x) — подынтегральная функ- 

ция, f(x)dx — подынтегральное выражение. 
Итак, по определению 

| f(x)dx = {F(x)+C},xe (a,b). (5) 

Принято писать 

| f(x)dx = F(x) +C, хе (a,b). (6) 

(Тем самым здесь под символом |1 (x)dx понимают как все MHO- 

жество первообразных функции f(x), так и любой элемент этого 
множества.) 

Замечание 1. Вопрос: для всякой ли функции f(x), определен- 

ной в промежутке (a,b), существует первообразная? 
Оказывается, нет. Однако если f(x) непрерывна, то первооб- 

разная всегда существует. Этот факт будет доказан позднее, а пока



примем его без доказательства и всюду в данной главе будем ro- 
ворить о первообразной непрерывной функции f(x). Если же f(x) 
оказывается разрывной, то о первообразной для нее будем гово- 
рить в том или ином промежутке ее непрерывности. 

Замечание 2. Формула (5) показывает, что отыскание какой- 
нибудь одной определенной первообразной и отыскание неопре- 

деленного интеграла — задачи почти тождественные. Поэтому 
и то, и другое мы будем называть интегрированием. 

Интегрирование представляет собой операцию, обратную опе- 
рации дифференцирования. Для того, чтобы проверить, правильно 
ли выполнено интегрирование, достаточно продифференцировать 
результат интегрирования (дифференцирование должно дать по- 
дынтегральную функцию). 

Простейшие свойства неопределенного интеграла. 

|. (J f (x)dx) = f(x), x € (a,b). (В данной формуле под интегра- 

лом [sf (x)dx понимается любая первообразная F(x) функции 

J (x) в промежутке (a, b).) 

2. 4 (| f(x)dx) = f(x)dx, хе (a,b). 

3. | АР(х) = F(x)+C, xe (a,b). 
4. Если функции Л(х) и /›(х) имеют в промежутке (a,b) пер- 

вообразные, то и функции [Л (х) + №(х)| имеют в (a,b) первооб- 
разные, причем 

ло = A@] dx = [Лок [A@dx,xe (a,b). — (1) 
(Равенство (7) следует понимать как равенство двух множеств.) 

5. Если функция f(x) имеет в промежутке (a,b) первообраз- 
ную, то и функция АГ(х) , где k = const #0, имеет в (a,b) первооб- 
разную, причем 

[кодах = К | Лодах, хе (a,b). (8) 
(Равенство (8) следует понимать как равенство двух множеств.) 

Таблица простейших интегралов. Было отмечено (см. замечание 2), 
что интегрирование представляет собой операцию, обратную опе- 
рации дифференцирования. Принимая во внимание это обстоя- 
тельство, можем составить таблицу ряда неопределенных интегра- 
лов, получающихся непосредственно из соответствующей таблицы 
производных элементарных функций. (Каждая формула этой таб- 
лицы проверяется дифференцированием.) 
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1. f1-dx =[dx=x+C, хе (-°, +). 
xr! 

2. )x°dx = —— +C, xe (0, + ©), где r— любое, не равное —1. 

Заменание. Промежуток, в котором верна формула 2, зависит OT 
конкретного значения г. Если число гтаково, что Xx” имеет смысл 
и для х < 0, то формула 2 справедлива для хе (-с, +00), 

Формула |“/хах = | x'?dx = ху +С верна для xe [0, +0). 

Формула js = fx Вах =2J/x+C верна для xe (0, +). 
x 

Формула [= = хх = - + С верна для хЕ (-со, 0) U (0, + 0). 
х 

3.1. [и =шх+С, ХЕ (0, +0). 

3.2. j= = In (-x)+C, хЕ (-=, 0). 

Формулы 3.1 и 3.2 можно объединить в одну формулу: 

3. je =in Ix] +C, xe (--,0) Ц (0, +). 

x 

4. [ах =-—+С, ХЕ (-, +0) (а>0, а=1). В частности, 
па 

fe*dx =e*+C, ХЕ (—c0, + 00), 

5. Jcosxdx =sinx+C, ХЕ (—00, +00), 

6. fsin xdx =-cosx+C, ХЕ (—09, +00), 

dx 
7. [—5—=tgx+C в любом промежутке, не содержащем TO- 

cos? x 

чек х= (2и+15, n=0, +1, +2,.... 

dx 
8. | = =—ctgx+C в любом промежутке, не содержащем 

sin* x 

точек x=7n, n=0, +1, +2,.... 

9. [5Н хах =chx+C, xe (-0°, +). 
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10. [chxdx =shx+C, хе (-~, + ©). 

dx I. Joar thet, xe (== +00), 

12. | x =-—cthx+C, xe (-~, 0) U (0, + ©). 
sh* x 

13. | dex =arcsinx +C, xe (-11). 
vi-x? 

=—arccosx+C, ХЕ (-l, 1). 
dx 4 [ro 

15. | a =arctgex+C, ХЕ (-, +0). 
1+х 

ах 16. | ; = -arectgx+C, ХЕ (-~, +0). 
1+х 

Замечание. С помощью интегралов | — 16, называемых таблич- 
ными интегралами, и с помощью отмеченных выше свойств нео- 
пределенного интеграла можно найти интегралы и от более слож- 
ных элементарных функций. Например: 

2 
{5-9 +COSX— 

1+х 
ны +sinx —2arctgx+C. 

$ 2. Интегрирование методом подстановки 

Теорема. Пусть функция f(x) определена и непрерывна на про- 
межутке (a,b) и имеет там первообразную F(x) и, следовательно, 

| f(x)dx = F(x)+C, xe (a,b). (1) 

Пусть функция x= (ft) определена и непрерывна на проме- 
жутке (a,B) и имеет на промежутке (а,В) непрерывную произ- 
водную $ф’(г). Пусть, кроме того, функция х = O(f) такая, что для 
любого f € (о,В) оказывается: Ф(1) е (a,b). Тогда функция F ($(1)) 
является первообразной для функции Л ($(1))-$’(1) на промежут- 
ке (a,B), и поэтому 

[7(Ф0)-Ф@а = Е ($(0)+С, ге (0, В). (2) 
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» Функции f(x) и F(x) определены Ha промежутке (a,b). 

По условию, при любом {из (В) (Ff) € (a,b). Следовательно, слож- 

ные функции f(p(f)) и Р($(1)) определены на промежутке (4,8). 

Отметим, что эти сложные функции непрерывны на (O,B) как су- 

перпозиции непрерывных функций. По правилу дифференциро- 

вания сложных функций для всех fe (a,B) будем иметь 

(F(9(t))) + = (F (9(1) x - = Лод. = / (90): 9. 
=x 

Вывод: функция F(o(t)) является первообразной для функ- 

ции f(9())-9() на промежутке (a,B). 4 
Замечание. Формула (2) часто применяется на практике при 

вычислении интегралов. Для удобства ее применения придадим 
ей несколько другой вид. Заметив, что 

Jf) dx ow = (F(x) +C) 

перепишем формулу (2) в виде 

Jf (@O)- eat = [Ло], 

клеи) = Е ($(1))+С, 

(3) 
=$(!) ` 

Из (3) видим, что для вычисления интеграла | 1(Ф@))- Фа 

можно сначала вычислить интеграл | i (x)dx ‚ а затем вместо x под- 

ставить функцию Q(f). 

Заметим, что формулу (3) часто бывает целесообразно исполь- 
зовать в обратном порядке, т. е. справа налево. Именно, иногда бы- 

вает удобно вычисление интеграла | Го)ах с помощью замены 

X= Q(t) свести к вычислению интеграла 

[f(@O)-9@d, 
т.е. использовать формулу (3) в виде 

[Леда = [1 (90) 04 _ > (4) 
где ф'(х) обозначает функцию, обратную функции Ф. Чтобы 06- 

ратная функция ‹ф`'(х) существовала, нужно, в дополнение к усло- 

виям теоремы, потребовать, чтобы функция х = Ф(Р) была строго 
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монотонной на промежутке (с,В). В этом случае, как мы знаем, будет 

существовать однозначная обратная функция 1 =‹Ф\(х). 

Примеры. 

dx 
1. ВЫчислить fects —— ,x#kn(k=0, +1, =2,...). 

sin х’ 

> Перепишем этот интеграл в виде fe *d(ctg x). Для вычис- 

ления полученного интеграла удобно применить подстановку 

и= сх: 

[ев х —@_ = - | е“4и =-e" +С =-e8* +С, 
sin* x 

влюбом промежутке, He содержащем х = kn (А =0, +1, £2,...). 4 

)?? dx 

2 2. Вычислить jfarctgx 
1+х 

» XE (—°, + oo) . 

> Перепишем этот интеграл в виде | (arctg х)” d(arctg x) . По- 
ложим и =arctgx. Будем иметь 

1100 
[QB te = [uPdu =“ +C = 

1+x? 100 

= пос (arctg x)! + С. x (-с°, + 0°). 

3. Вычислить je 2a, o(x) #0. 

» Положим и = ф(х). Будем иметь 

О О ain lal +C=In Joos. 4 

Заменание. 1. Пусть а — постоянное число. Так как dx = d(x+a), 

то | f(x+a)dx = | f(xt+a)d(x +a). 

| 
2. Пусть а — постоянное число и а > 0. Так как dx = —d(ax), TO 

а 

| f(ax)dx = = [Лахаах) . 
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Примеры. 

4. Вычислить |(х+ 5) 173 dx, x € (—c0, +00). 

>» Имеем [(х+5) dx = f(x +5) d(x+5) = [u=x+5] = 

2000 2000 
_[,,1999 4, Ш _ (x+5) 
= [и Чи = ate = 2000 +С, ХЕ (-°°, +o). 4 

5. Вычислить | cos Sxdx , хЕ (-о, +). 

> Имеем |соз5хах = = [сз 5ха(5х) = [и=5х] = = cos udu = 

gsinu+C = <sinSx+C,xe (—o0, + 00). 

. _ Xx 
=arcsinu+C =arcsin—+C, xe(-a,a). 4 

a 

ах 
7. Вычислить Jj. ХЕ (—00, + 00), 

x“ +a 

=+) au = 1 агсви+с= Гага" + С, 
а*1+и’ a а а 

ХЕ (-°°, +o). 4 

8. ВЫчислить [2х(х + 1)* 4х, ХЕ (-°, +00), 

> f2x(x? +1 = f(x? +144 +1) = [x? +1=и] = 

5 

= futdu = 40 = 267 +1) +С. < 
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9. Вычислить fsin” X COS ХАХ , ХЕ (—00, +00). 

> fsin? x. cos xdx = sin’ x- dsin x =[sinx = и] = 

тестами 4 4 4 

10. Вычислить j *dx, xe (0, +). 

р ~ dx = fn? x-d(In x) = 

4 

=[Inx =u] = [du = “+= хи‘ x40, < 

11. Вычислить Jts* хах в любом из промежутков, в котором 

функция tex непрерывна. 

№» Полагаем вх =u => x =агс и + Кл (значение k = 0, +1, +2, ... 

берется в зависимости от того, о каком промежутке непрерывности 

du 
функции {2х идет речь); dx = . Поэтому 

1+ 2 

udu (ut —1+1) и | 
te" xdx = = du = —l+ du = 

18 Гу leu? IG rr 

ue ad ] 3 
= Tu taretgu+C = х-1ех+х+С. 4 

$ 3. Интегрирование по частям. 
Приведение интеграла к самому себе 

1. Теорема. Пусть функции и(х) и у(х) определены и непре- 
рывны на некотором промежутке (a,b). Пусть u(x) и v(x) имеют 
конечные производные и’(х) и v(x) Ha промежутке (a,b). Пусть 

на промежутке (a,b) существует интеграл | у4и . Тогда на проме- 

жутке (a,b) существует интеграл fudv ‚ причем 

[ иду = иу - [уди. (1) 
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p> Для хе (a,b) имеем 

d(uv) = уйди + иду => иду =d(uv)—-vdu. 

Заметим, что интеграл от каждого слагаемого правой части послед- 

него соотношения существует, ибо 

[а(шу) =uv+C, x=(a,b), (2) 

а интеграл | у4и существует по условию. Значит, по свойству нео- 

пределенных интегралов (см. $1, пункт 4) существует на проме- 

жутке (a,b) и интеграл | иду ‚ причем 

Judy = Ja(uv) - | Чи . (3) 

Принимая во внимание соотношение (2) и относя произвольную 

постоянную С к интегралу Jvdu ‚ получим 

fudv = uv — | vdu , 

а это и требовалось установить. «4 
Заменание 1. При вычислении интегралов с помощью форму- 

лы (1) не каждый способ выбора функций и(х) и у(х) приводит 
к интегралу более простому, чем первоначальный. Например, пусть 

требуется вычислить интеграл [xe*dx. Положим 

и=х => Ци = ах, 

dv=e*dx => у=е®. 

Будем иметь | хехах = хех — [е*4х = xe* -е*+С. Если же по- 

ЛОЖИТЬ 

и=е => Ци =е*ах, 

x? 
dy=xdx => vem 

| | 
то получим | хехах = хе _ ых’ е*ах . Видим, что в этом случае 

интегрирование по частям привело к интегралу, более сложному, 
чем исходный. 

Заменание 2. На практике всегда оказывается заданной левая 
часть соотношения (1), т.е. функция U(x) и дифференциал ау, 
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а поэтому функция v(x) определяется неоднозначно. Обычно 
в качестве у(х) выбирается функция, записываемая наиболее про- 
стой формулой. 

Замечание 3. Часто для вычисления интеграла правило интег- 
рирования по частям приходится применять несколько раз. 

Например, пусть требуется вычислить интеграл / = | (arcsin x) ах. 

Имеем 

‘ang ~ 

49 u=(arcsinx)? => du =2arcsinx ———, 
| (arcsin x)* dx = j-xy2 |= 

dy = ах => yv=x 

. . xdx 
= x(arcsin x)? — 2 | агсзт Хх = 

и =arcsinx => du, = dx в = О, 
| -х 

dy, к => Vy = —V] — x? 

. 1-х _ 

= x(arcsin x)* —2 У — x? -arcsin x + fas => 

= [ = x(arcsin x)? + 2V1—x? -arcsinx-2x+C. 
2. Приведение интеграла к самому себе. 
Иногда, применяя формулу интегрирования по частям к ин- 

тегралу /, мы приходим снова к исходному интегралу. В этом слу- 
чае полученное соотношение следует рассматривать как уравне- 
ние относительно /. Поясним это на следующих примерах. 

Пример 1. Пусть требуется вычислить интеграл / = | Ма? - х? dx. 

| —хах 
и = Ма? -х? = du= 

> Имеем I = |4? -х? dx = 92 — х2 |= 
dy = ах => v=x 

[arp хх a pa? - (a - x’) 
=X at ax + |e a’ —x? + | Jeo dx = 
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= xVa’ - x? +a fen! = х/а? - х? +а? агсяйп >= — Г. 

x 
Итак, получили: / = х\а? —x? + а? arcsin——-/. 

а 

Ранее было отмечено, что всякое равенство такого вида пред- 

ставляет собой равенство между двумя множествами функций. 
Элементы каждого из этих множеств отличаются друг от друга на 
постоянную величину. 

Рассматривая полученное соотношение как уравнение отно- 
сительно /, находим 

2 
I = [ Ма? — х?ах =5 Va" —х? + Saresin=+C., < 

Пример 2. Вычислить интеграл | = [e™ cosBxdx. 

u=e™ => Ци = чеах 

И ее [= Ox ax = — 

р имеем Je созВх Ду = созВхах => y = sin Bx 
=i 

= 1 ox sin Вх fem sin Bxdx = 
В 
и =e > du, =ae™dx 

= 

Ш =sinBxdx => у = cos 

= де“ sinBx - =" COS BX + ae" cos => 

Lox: OQ ox о? 
=> [= Ве sinBx toe cosBx-—/. 

Это равенство следует рассматривать как равенство между двумя 
множествами функций. Элементы каждого из этих множеств от- 
личаются друг от друга на постоянную величину. Из полученного 
соотношения находим, следовательно, 

ar 

| I = Ta pe (acosBx + Bsin Bx) +C. < 
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Замечание. Практика показывает, что большая часть интегра- 
лов, берущихся посредством интегрирования по частям, может быть 
разбита на следующие три группы: 

1) К первой группе относятся интегралы, подынтегральная функ- 

ция которых содержит в качестве множителя одну из следующих 

функций: шх, arcsinx, arccosx, arctgx, (arcsin x)’, (arccos x) , 

(arctg x)? ‚.... Для вычисления интегралов этой группы следует 

применять формулу Judy =uy— J vdu ‚ полагая в ней u(x) равной 

одной из указанных выше функций. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл / = jx? In xdx 

(ц#-Г). 

ах 
и=шх => Чи =-— 

> Имеем J = | x" шхах = ust | 
dy=x"dx => y= 

. p+l| 

В качестве примера вычислим еще интеграл / = | xarctg xdx. 

» Имеем 

= = 

dx 
u=arctgx = du=——> 

J = | xarctg xdx = I+ x = 
x 

dv=xdx => ves 

2 2 2 2 x le хах x 1 -(l+x*)-1 
=—arcte x -— = —arcigx-— dx = y atetgx — 5 J a = ay aretgx— a J“ ae 

x? 2 
= Fareiex—3/fac—f dx }- Х-ающх-ух+агвх+С 

2 1+х2 2 

2 
x’ +1 x 

= tgx-—+C. 5 arctg x 5 <q 
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2) Ко второй группе относятся интегралы вида | (ах + 6)" cos (cx) dx, 

J (ax +6)" sin (cx) dx , J (ax + b)"e“dx, где a,b,c — некоторые по- 

CTOAHHbIe, а ЛЕ М. Интегралы этой группы берутся путем п-кратно- 
го применения формулы интегрирования по частям, причем в ка- 
честве U(X) каждый раз следует брать (ax +b) в соответствующей 
степени. После каждого интегрирования по частям эта степень бу- 

дет понижаться на единицу. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл / = [x sin хах. 

» Имеем: 

и= x? = Чи=Зх?ах|_ 

dv=sinxdx => у=-со$х 

3 ш=х = du, =2xdx 
= —-x”" COSX + 3] x? cos хх = . = 

dy, =cosxdx => vy, =sinx 

[= [x sin xdx = 

=~-x3cosx+3 (x? sinx— 2| хп хах) = 

= —х3 cos x + Зх? sinx— 6{xsin хах = 

Uy =X => di =dx 

dy, =sinxdx => у, =-cosx 

= —x3 cosx + 3x? sin x —6 (-x cos x + Jcos xdx) = 

=-х? cosx +3x*sinx+6xcosx—6sinx+C. 4 

3) К третьей группе относятся интегралы вида fem cos Bxdx , 

fem sin Bxdx , fsin (In x) dx, J cos (Inx)dx, .... Обозначая любой из 

интегралов этой группы через / и применяя дважды формулу ин- 
тегрирования по частям, мы получим для определения /линейное 
уравнение. 

Пусть, например, требуется вычислить интеграл / = | cos (Inx)dx. 

> Имеем / = [cos (Inx)dx = 
— + 

u=cos(Inx) => du = - т (In x), 

dy = dx => у=х 
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= xcos (Inx) + [sin (In x)dx = 
= 

ии =sin(Inx) = du, =cos (In о“, 

dy, = ах > м =х 
ai 

= xcos (Inx)+xsin (шх) -1=> 2/ = x(cos (шх) +5т (Inx)) = 

= / = 5 (сз (Inx)+sin (шх))+С. «4 

Конечно, рассмотренные три группы не исчерпывают всех ин- 
тегралов, берущихся посредством интегрирования по частям. При- 
ведем примеры интегралов, не входящих ни в одну из перечис- 
ленных трех групп, но вычисляемых с помощью формулы 
интегрирования по частям. 

хп (х+ 1+х ) 
1. Вычислить | = | We ах. 

+х 

И р хп (х+ 1+х ) 
меем / = = 

4 J V1 +x‘ 

=> = 

и= (х+ 1+ x7) => du= 
М +? fod 

dv = xdx 

| \1 + х? 

= \/1+х2. ‘In (х+ М+х?)- - [= Уч? -In (х+М+х?)-х+С.4 

агс(р x 

=> 

хе 
2. Вычислить / = Hw Ix 

+X 

xerlsx 

(1+ x7)? 
= > 

_ «x du = dx 

i+ x? (1+ x7)? 
arctg x 

> Имеем / = j= 

dx => у =е 
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. dx — eatcigx _ [ parcigx _ 

Vi +x J (1+ х2) 2 

и! = = du хх | 
| vex? eT 
7 eurcig x ~ 

dy, = dx > vy =earlBx 

_ x eatcigx _ | earcigx _ | хезговх 

V1 +х2 V1 +x? (1+ х2) 2 

— х-1 arcigx =f» Of = х-1 ей" Вх — 

V1 +x? l+x? 

х-1 arctg x кс. 4 
2/1 +x? 

3. Вычислить / = | хах 
cos? x_ 

> Имеем / = | ха 
cos? хо 

[ и=х => йи=ах 
= =xtex-—|texdx = 

dv = ах > y=tgx 5 [в 
| cos’ x р 

= xtgx+ JES - vtec in lcosx|+C. 4 

4. Вычислить / = parcctge” Ах. 
e* 

>» Имеем / = jonese dx = 

= 

и = arcctg e* 
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2x 2x 

=—e™* агссив e* - J- г =-e™* arcetg e* - [U+° ) ы 
х 1+e* 

ex 

= -е-* arcctg e* -х+ J — dx = 
1+е2х 

2х 
=e arcetge*-x+1 (Ale ) 

2° 1+е“х 

=-е* arcetge* — х+ № (1+е2>)+С. < 

ex 

5. Вычислить / = ap 
(x +1) 

Имеем / = dx = 
» Ia 

| и= хех => du=(x+l)e*dx| 

— dy = = 1 ~ 

(x + 1) х+1 | 

x 
x x е 

= ———— e* + [e*dx = -——e* +e*+C= 
x +i х+| х+1| 

6. Вычислить J = ju SIN) ie, 
sin? x 

| 
>» Имеем / = = | бт Ay = 

sin? x 

7 - 

=In(sinx) = du = 55% ах, 
_ sin x _ 

dy = a => v=-ctgx 
| sin” x . 

cos” x 
=—ctgx-In (sin x) + | ax = 

sin? x 
2 

=—ctgx-In (sin x) + [1 =sin ~ dx = 
sin? x 

=—ctgx-In (sinx)-ctgx-x+C =-(x+ctgx(1+Insinx))+C. 
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7. Вычислить r= Jc “о х (а*0). 
x? +a 

Имеем / = 
4 “Jae + x2) alee or 

Е -(a? +x?) -x? | Ах x? 
= — ax = — — dx = 
=] (а? + х?)? а? Jat Jaa 

= асе“ хх _ 
а? а а’ (а +x’) 

Г и=х => ди =ах | 

| ау ха  _1 d(a* +x?) yew. | = 

(2+2) 2 (+2) 2 ar +x? | 

= arctg2—-1 ___* пи = 
а? а a*| Жа?+х?) 2° a*+x? 

] x | x | 
= — arctg—+ — - 5 - are +С = 
ea we atx 203 

x ] 
а? 42) ie загс!8 — Х+С. <q 



Глава 6 

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 
О КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЛАХ 
И АЛГЕБРАИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНАХ. 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЯХ 

$ 1. Комплексные числа и действия над ними 

Первоначальные сведения о комплексных числах и арифмети- 
ческих действиях над ними известны из курса элементарной ал- 
гебры. Мы здесь лишь коротко напомним эти сведения. 

1. Определение. Комплексным числом называется выражение вида 

Z=X+1y, 

где i? =-1, ахи у— вещественные числа. Число x называют дей- 
ствительной частью, у — мнимой частью этого комплексного чис- 
ла. Пишут: x = Rez, y=Imz. 

Число yx? + у? называется модулем комплексного числа 

z=x+iy и обозначается | |. Таким образом, | z| =\/х?+у2. 
Каждому комплексному числу Z = х+1у соответствует упоря- 

доченная пара действительных чисел (x, у), и обратно, каждой упо- 
рядоченной паре действительных чисел (х, у) соответствует ком- 
плексное число х=х+и. 

Если на плоскости ввести в рассмотрение некоторую фикси- 
рованную прямоугольную декартову систему координат, то упоря- 
доченная пара действительных чисел (х, у) определяет на плоско- 
сти единственную вполне определенную точку М (х, у). Эту точку 
М условились считать геометрическим изображением комплекс- 
ного числа г=х+йу. Отметим, что комплексное число Z=X+iy 
геометрически удобно интерпретировать также как радиус-вектор 
на плоскости с координатами х и у. 
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Координатная плоскость, точка (x, у) KOTO- 
рой (при любых вещественных х и у) отожде- УК M(x,y) 

ствлена с комплексным числом Z=X+iy, Ha- т---- ‚7 
зывается комплексной плоскостью. В ней ось Ох 
называется действительной, а Oy — мнимой осью. у 

Мы знаем, что положение точки М (х, у) 

на плоскости может быть определено также ° 
ее полярными координатами г, ф,т.е. длиной О x 

вектора OM и величиной угла, который этот Puc. 6.1 

вектор образует с положительным направле- во 
нием оси Ox. 

Угол 9, образованный радиус-вектором & (#0), с положи- 
тельным направлением оси Ох, называется аргументом комплекс- 
ного числа ZH обозначается Агр z. Значения Ф аргумента комп- 
лексного числа Z, такие, что —л < ф < 1, обозначают arg Zz. Очевидно, 
что Агрх определяется комплексным числом < (5 #0) с точнос- 
тью до слагаемого, кратного 2х ‚а arg ‹ определяется этим числом 
уже однозначно. Имеем 

Yu
 

arg < = arcig< + kn(x #0), 

где к =0 для первой и четвертой координатных четвертей, k = 1 
для второй и А =-1| для третьей. 

и 
Если х=0, то при у*0 считается, что argz= 558пУ, а при 

х=0и у=0 — argz не определен. 
Пусть || =r, Ар=ф. Тогда x=rcosg, y=rsing и, следо- 

вательно, 

5 =х+й = Г(с0$Ф+ 151). (1) 

Правая часть равенства (1) называется тригонометрической 
формой комплексного числа =. 

1) Два комплексных числа < =X, tly, и г =х> + iy, называ- 
ются равными, если равны порознь их вещественные и мнимые 
части, т.е. 

(xX, + = Xz + iy.) > (одновременно X, =X, =у›). (2) 

Если комплексное число имеет вид X+/0, то OHO считается 
равным вещественному числу х. Таким образом, всякое веществен- 
ное число является частным случаем комплексного. 

Если комплексное число имеет вид 0+ у, то оно называется 
чисто мнимым и обозначается iy. 
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Говорят, что комплексное число Z=X+iy равно нулю, если 

одновременно х =0 и у=0, т.е. 

(х+у=0) > (одновременно x =0, у=0). 

Понятие “неравенство” для комплексных чисел вводится лишь в 
смысле отрицания равенства. Понятия “больше” и “меньше” для 
комплексных чисел не определяются. Поэтому говорить о том, что 
одно комплексное число больше или меньше другого, нельзя (это 
лишено смысла). 

2) Сумма двух комплексных чисел Z =X, +В и % =>) + 
определяется формулой 

1 + 2 = (xy + XQ) + КИ +2). (3) 

3) Разностью <-—<› двух комплексных чисел хз =х+й и 
<> = х› + ivy называется такое комплексное число <, которое в сумме 
с <> дает 2. Следовательно, если & =х+1у, то 

х+х+ЦКу +у) =HX + = х=м-х,,у=И-у, 
а потому 

а — 2 = (м — XQ) +, - У). (4) 

4) Произведение двух комплексных чисел д=х+й и 
< =х) +1у› определяется формулой 

Zp <> = (Хх, + IY) (х> + Wo) = 0х, - YY.) + MY. + Их). (5) 

Найдем формулы умножения комплексных чисел в тригоно- 
метрической форме. 

Пусть 21 = 7 (с0$Ф, +/sing,), 22 = 72 (с0$ф› +/sin@,). Тогда 

41 < =П*7Х 
х [(с0$ @, Cos — Sin ф, Sin M2) + i(cos q, Sin > + sin g, с0$ф>)] = 

= п [cos (g, + G2) + /sin (g, +$>)]. 
Из полученного соотношения ВИДИМ, YTO 

IZ - Z| =|а|:[<2|, (6) 

Arg (21 - 22) = Arg Z, + Arg Z2. (7) 

Заметим, что равенство (7) следует понимать как равенство 
двух множеств. 

Методом математической индукции легко показать, что 

[Zy + 2°. + Z| =[Z]-[Za]- an], (8) 

Arg (< ° 22°... °%,) =Amz + Ат <. + ... + Arg Z,. (9) 
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И здесь равенство (9) следует понимать как равенство двух 
множеств. 

5) Для степени г", пе М, комплексного числа ‹ имеем 

г"| = |<. ‚ Arg (=") =n Arp 2+ 2kn, К =0, +1, +2,.... (10) 

(Подчеркнем, что Arg (z") * 2-Arg Zz, п=2,3,... ). В частном случае, 
при || =1,т.е. когда < = (с0$ф+ 1 5т 9) , будем иметь 

(cos@+ising)” =cosnot+isinng, (11) 

ибо cos (1M + 2kn) =cosng, sin (ngp+ 2kx) =sinng,k=0, £1, £2,.... 
Соотношение (11) называется формулой Муавра. 

< 
6) Операция деления —^ комплексного числа <, на комплекс- 

<> 

ное число 2› (2 #0) определяется как операция, обратная опе- 

< 
рации умножения. Именно, комплексное число < = —" называется 

<2 
частным OT деления <; на 2), если 

а=<-<.. 

Поэтому| z, |=|z|-|z | и Argz, =Argz+Argz, > 

< 
> jel aU, Arg z = Arg <, — Arg <). (12) 

2 
(Соотношение (12) следует понимать как равенство двух множеств.) 

7) Корень п-й степени w = YZ из комплексного числа Z опреде- 

ляется как такое число W, п-я степень которого равна подкоренно- 
му выражению: 

w" =z. (13) 

Пусть z=r(cosg+ising),a м =р(с0$0 + isin 0). Тогда соотно- 

шение (13) запишется в виде 

р" (cos и@ + /sinn®) = r(cos@+/sing) > 

> р"=г, nO=o+2kn, К=0, +1, +2,.... 

Следовательно, р = ap (здесь корень понимается в арифмети- 

ческом смысле — как неотрицательное вещественное число, ибо 
по определению модуля комплексного числа р>0), 

ga 2+2" 0+1 +2... 
И 
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Заметим, что при р # 0 различные значения nz получатся лишь 

при значениях А = 0, 1, 2,...,n —1. При всех остальных А значения 0 

будут отличаться от значений 9, отвечающих К = 0, 1, 2,....п-1, Ha 

слагаемое, кратное 27, и, следовательно, будут приводить к одному 

из комплексных чисел WwW, , К =0, 1,.... п-1. Таким образом, корень 

[г имеет при z #0 ровно я значений Wo, №, ..., Ут: 

fz = Ir(cos@+ ising) = Yr r [cos SE + 2kn +i in 2 

где К =0, 1, 2,....п-1. Если z=0, то все корни равны 0. 
8) Каждому комплексному числу г = х+ iy соответствует чис- 

ло x —iy, которое называется сопряженным с г и обозначается $. 

Таким образом, Z =х-й. 
Геометрически число г изображается вектором, симметрич- 

ным с вектором г относительно оси Ox (см. рис. 6.2). 
Справедливы следующие соотношения: 

ПН З|, argz =—argz. 5) 1:2 =а: 22. 

2) z-Z>|z/. (= |- 5. z #0. 
<2 22 

3) Z =z. 

4) а+о=а+о. 

Для любых комплексных чисел < И <2 справедливы неравенства. 

lz + 22] < || + [zal [а |- zal] < [< — 22|. 

yA 
yn 

m
e
e
 

= 
e
e
 

me 
= 

— 

ух
 

—} — = 5 -- 

Рис. 6.2 Рис. 6.3 Рис. 6.4 

30



Первое из этих неравенств означает, что длина стороны Tpey- 
гольника не превосходит суммы длин двух других его сторон, а 
второе — что разность длин двух сторон треугольника не превос- 
ходит длины третьей стороны (см. рис. 6.3 и 6.4). 

9) Предел последовательности комплексных чисел. Пусть 

{Cn} ск — последовательность комплексных чисел. Пусть с — опре- 

деленное комплексное число. 

Говорят, что последовательность {с„} „м сходится к числу с, и 

пишут 

limc, =С, (14) 
N—jco 

если |e, —c| > 0. 
N—yoo 

Пусть c, =a, +1, (a, и В, — вещественные числа, ne N); 
c=a+ib (аи б — вещественные числа). Имеем с, — c= (а, —а) + 
+i(b, — 6); 

2 2 Ic, —¢| = (a, —a)* +(b, —b)* . 
Ясно, что 

0<|a, -a|<|c, -и 056, -4|s|c, -¢]. (15) 

Из соотношений (15) следует, что последовательность 

{Cn tren = 19n + iby} сходится к числу с =а+ тогда и только 
тогда, когда одновременно 

lim а, =а, lim 6, =b. 

Таким образом, 

(c, — с) => (одновременно а, > a,b, >). 
N—yoa Пс N—p0o 

10) Показательная форма комплексного числа. 
Пусть z= x+i/y — определенное комплексное число. e* опре- 

делим следующим соотношением 

п 

е* = im (1+ , (16) 
По п 

Имеем р р 

[+2 =|1+= (145 +2 = 
И | n n 

п/2 /2 
2 2, 4,2 

= |142 | +2 =|1 ax x+y . 
n п? п? 

31



Следовательно, 

2,,,2 
«у пи [не 

e п > 

lim [+2 =е " J=e*. 
Пс n 

Имеем, далее, < 0. Значит, при достаточно больших л числа 1+2 
П п nN 

< пл 
лежат правее оси Оуи, следовательно, arg [ + Е |->. 5h А тогда 

n 

у 

n n n + Хип. 

п 

п 

Имеем Arg [ +3) = паг? [ +3). 2х, K=0, +1, +2,...; 

lim Arg [ + =] = 
п—= И 

= lim лаг? [1+ 2} 2h = y+ 2kn, =0 +1, +2,.... 
По 

Мы знаем, что комплексное число, у которого модуль равен e” , 
а аргумент равен у+ Жк, А =0, +1, +2, ... , может быть записано 
в виде e* (cosy +ésin у). Получили, таким образом: 

е* =e**¥ = e*(cosy+isiny). (17) 

В частном случае, когда x = 0 , будем иметь 

e” =cosy+tisiny. (18) 
(18) — формула Эйлера. 

$ 2. Алгебраические многочлены. 
Разложение многочленов на множители 

Определение. Алгебраическим многочленом п-й степени (née М) 
называется выражение вида 

PZ) =z" HZ tu CTE Cys (1) 
re Z=X+ ly » С0› Cys ---› Сл-1› Ся — Постоянные комплексные числа 

(со #0 ). 
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(Алгебраическим многочленом нулевой степени условимся 
называть любую комплексную постоянную). 

Из алгебры известно, что если P,(Z) и Ф„ (2) — два алгебраи- 
ческих многочлена и если степень ®,,(Z) не выше степени P,(Z), 
то имеет место соотношение 

Р, (=) = Py (Z) - Q(Z) + R(Z) , (2) 
где Q(z) и R(z) — некоторые алгебраические многочлены, при- 

чем степень Q(z) равна разности степеней Р,(<) и ®,,(Z), т.е. 
п —т, степень A(z) ниже степени Ф„(<). Операция по нахожде- 

нию алгебраических многочленов Q(z) и A(z) по заданным MHO- 
гочленам Р,(=) и Ф„(<) называется делением многочлена P,(Z) 
на Ф„(<). P,(z) — делимое, Ф„ (2) — делитель, Q(z) — частное, 
R(z) — остаток от деления Р, (<) на Ф„ (г). (Отметим, что любой 
алгебраический многочлен делится на отличный от нуля много- 

член нулевой степени.) 

Определение. Комплексное число а называется корнем алгеб- 
раического многочлена Р, (<) ‚если 

P,(a) =0. (3) 

Теорема 1. Алгебраический многочлен P,(Z) ненулевой степе- 
ни делится на двучлен (&-а) без остатка лишь тогда, когда а яв- 

ляется корнем Р), (<). 
> Для P,(z) и Фи! (<) =&-а запишем соотношение (2): 

Р, (=) = (Z— a) - Q(z) + R(z). (4) 

Так как степень A(z) ниже степени ®,(z)=Z-a, TO R(z) — ал- 
гебраический многочлен нулевой степени, т.е. A(z) = C(const). 
Поэтому соотношение (4) примет вид 

Р, (=) =(z—a)-Q(z)+C. (5) 
Положив в (5) < =а, получим Р, (а) =0+С ‚т.е. С = Р/(а). Видим, 
что P,(z) делится без остатка Ha (<-а) лишь тогда, когда С = 0, 
т.е. лишь тогда, когда P,(a) =0 (т.е. лишь тогда, когда а является 

корнем Г, (<)). 4 
Теорема 2. Пусть имеется алгебраический многочлен 

Р, (5) = сз" +"! +... Hy а+с. 

Если P,(z)=0,T0 с =C,_) =... = =Cy =0. 

» Поусловию, Р, (=) =0,т.е. 

су" +12"! +. +0, 12 +C, =0. (6) 
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Так как левая часть (6) равна нулю при любом =, то, положив 
в (6) z=0, получим: с, =0. Теперь тождество (6) может быть 
переписано в виде 

Z(Coz™ +5"? +...+6_22+6,_1)=0 (7) 
Тождество (7) имеет место лишь тогда, когда 

Coz +=" + FO, 2 tC,) =0. (8) 

(Можно предположить, что левая часть (8) отлична OT нуля 
лишь в точке г =0. Но тогда левая часть (8) была бы отлична от 
нуля и в некоторой окрестности точки г = 0 и, следовательно, тож- 

дество (7) не выполнялось бы в проколотой окрестности и(0) 

точки г = 0 , что невозможно.) 
Положив в тождестве (8) х=0, получим c,_, =0. 
Проводя аналогичные рассуждения и дальше, будем получать 

последовательно: C,_2 = 0, азатем C,_3 =0, ..., с =0, с =0.4 

Теорема 3. Пусть имеются два алгебраических многочлена сте- 

пени и: Р,(=) = сз" че" "+... + 5+, и Р*(а) = с" +" 4 
+... + 2+. Если Р, (=) = Р»() ‚то с = C5, @ = Cf ‚ Cn = СЯ, 

Си = Сп. 

» По условию P,(z) = Р!(:) <= P,(z)- P(z) =0 > 

(Cy — Zz" + (Cy — Cf)" +... (Cy — Ch) Z + (CG, — C5) =0. 

В силу теоремы 2, последнее тождество имеет место лишь тогда, 

когда су —-с< =0, а-с =0,..., с -с*_, =0, с, - с* =0,т.е. когда 

Co = CQ, Cy = СТ, wey Cnt = Сл-1, Cy = Сл. | 
В курсе алгебры доказывается, что всякий алгебраический мно- 

гочлен P,(z) ненулевой степени (и>1) имеет хотя бы один ко- 
рень. (Это — основная теорема алгебры.) 

Опираясь на эту теорему, докажем, что алгебраический много- 

член P,(Z) степени 7 >] имеет ровно 7 корней. 

» По условию, P,(z) — алгебраический многочлен степени 

n>1. По основной теореме алгебры он имеет хотя бы один KO- 

рень. Обозначим этот корень через a,. Но тогда P,(Z) можно пред- 
ставить в виде 

В. (г) = (2 — 4) Py (<), (9) 

где P,_,(z) — алгебраический многочлен степени (п-1). 

Если п-1#0,т.е.если n>1,To Р‚_, (<) — алгебраический мно- 
гочлен ненулевой степени и, следовательно, по основной теореме 
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алгебры OH имеет хотя бы один корень. Обозначим этот корень 
через a,. Но тогда P,_\(Z) представим в виде 

Ри (2) = (2 -а>)Р,-2 (2), (10) 

где Р,_›(<) — алгебраический многочлен степени (пл-2). 
Продолжая этот процесс аналогичным образом, на п-ом шаге 

будем иметь 

А (=) = (-а,)К (<), 
где A(z) есть алгебраический многочлен нулевой степени, т.е. 

Py(z) = c(const) . А тогда 

А (=) = (2 - Gq) °C. (11) 
Принимая во внимание соотношения (9), (10), (11), можно на- 

писать, что 

P,(Z) =(2-а)(&-а>)...(&-а,):с. (12) 

Отметим, что в соотношении (12) c #0, так как в противном 
случае было бы P,(z) =0 и, следовательно, P,(Z) He был бы алгеб- 
раическим многочленом ненулевой степени. Из соотношения (12) 
видим, Что 

В (а) =0, P,(a))=90, ..., P,(a,) =0. 
А это означает, что числа а, а>, ..., аа являются корнями 

Р, (<). Из соотношения (12) видим также, что ни при каком значе- 
нии & =а, отличном от а, а, ..., a,, F(Z) в нуль не обращается. 

Вывод. Алгебраический многочлен Р,(<) степени п (п>0) 
имеет ровно я корней. 

Замечание. Если P,(z) = с" +с ="! +... + C4,_1Z + C_ » то в разло- 
жении (12) этого многочлена на множители с =су (так как с есть 
коэффициент при г” в представлении (12)). 

$ 3. Кратные корни алгебраического многочлена. 
Признак кратности корня 

Пусть Р, (<) есть алгебраический многочлен степени я (п>0). 
Выше было показано, что P,(Z) имеет ровно л корней. Но среди 
этих корней могут оказаться равные. 

Пусть a, 6, ..... [ — различные корни Р, (<). Тогда для Р, (<) 
представление (12) (см. § 2) может быть записано в виде 

Р, (=) = (2-а)“(2-5)}...(&-1)^. (1) 

Здесь о, В, ... АЕ М; а>1,В>1, ..., ^>1; @+В+...+АЕ>Л. 

35



Если для многочлена P,(z) справедливо разложение (1), To 
говорят, что число а является корнем Р,(<) кратности @, число В 
является корнем Р,(<) кратности В, «- , число / является корнем 
P,(Z) кратности 2... Отметим, что корень, кратность которого равна 
единице, называют также простым корнем. 

Заметим, что определение кратности корня можно дать и в следу- 
ющей равносильной форме. 

Число а называется корнем кратности a многочлена Р(:), 
если для Р,(=<) справедливо представление в виде 

Р, (г) = (Z-a)" (>), (2) 

где o(a) #0. 

Теорема (признак кратности корня). Для того, чтобы число а 
было корнем кратности © многочлена Р, (<) ‚ необходимо и доста- 
точно, чтобы было 

P(a)=0, Pi(a)=0, ..., Р®\(а) =0,но PO (a) #0. 

Необходимость. Дано: а — корень Р,(:) кратности с. Доказать, 

что 

P, (a) = P;(a) = ... = Ра) =0, Pi (a) #0. 
» По условию 

P, (г) = (-а)“ (<), (2) 

где ф(а) #0. Из (2%) видим, что Р, (а) =0. 

Продифференцируем обе части соотношения (2). Получим 

Р,(=) = о(г-а)“'ф(г) + (&—-а)“ Q(z) = (г-а)°"ф(г), (21) 
где (Zz) = ag(z)+(z-a)g(z). Из (2,) видим: если a>Il, то 
Р’(а) =0, причем 9,(a) = ag(a) # 0. Продифференцируем обе час- 
ти соотношения (2,). Получим 

Р*(г) = (a —1)(z — a), (2) + (Z — a) (Z) = (Z— a)* (5), (2)) 

где 2(Z) = (a — 1)q, (2) + (Z -— a) gj (<). 
Из (25) видим: если a>2, то Р(а)=0, причем Qg,(a) = 

= (a -1)ф, (а) #0. Продолжая этот процесс аналогичным образом 
дальше, получим на (a—1) -м шаге 

PRE? (2) = (2-2) Pq-1(Z) (2-1) 
где ,-\(a) #0. Из соотношения (2,_,) видим, что Pl) (а) =0, 
причем qQ,_)(a) #0. 
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Продифференцируем теперь обе части соотношения (2,_)). 
Получим 

р! (2) = Фа-1(2) + (&-а) (о. (2.) 
Из соотношения (2) находим 

Р® (а) = Фа (а) +0 = фа (а) #0. 4 
Достаточность. Дано: Р, (а) = Pi(a) =... = P&(a) =0, Р®(а) #0. 

Доказать, что а — корень кратности а многочлена Р, (г). 

№ По условию Р,(а) = 0. Значит, число а — корень Р, (<). Оста- 

ется показать только, что число а является корнем кратности © 

многочлена Р,(<). 

Рассуждаем от противного. 

1. Предположим, что число а — корень Р, (<) кратности мень- 

ше, чем с, например, кратности (a — 1). Но тогда, по доказанному 

выше, должно быть РП (а) „0, аэто не так. 

2. Предположим теперь, что число а — корень Р,(=) кратности 

больше, чем с, например, кратности (х-+1). Но тогда, по доказан- 

ному выше, должно быть Р® (а) =0 , аэто не так. 

Вывод: число а — корень кратности с многочлена P,(Z). 4 

$ 4. Свойства многочленов 
с вещественными коэффициентами; 
разложение на вещественные линейные 
и квадратичные множители 

Рассмотрим алгебраический многочлен с вещественными ко- 
эффициентами 

Р,(х) = ах" +ах"" +... +0, 1X44, » (1) 

где Ay, A, ..., A, 4, а, — постоянные вещественные числа. 

Теорема (о комплексных корнях алгебраического многочлена 
с вещественными коэффициентами). Если комплексное число 
a=a+iB (B #0) является корнем P,(x) кратности К, то и сопря- 
женное число а = а- 3 тоже является корнем Р,(х) , причем той 
же кратности (. 

|. Покажем сначала, что число а =а- является корнем 
P(X). Это будет установлено, если показать, что Р,(х) делится без 
остатка на (х-а). 
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Ясно, что многочлен P,(x) делится без остатка Ha (X —@), если 
он делится без остатка на произведение (х-а)(х-а). Имеем 

(х-а)(х-а) = (x — 0 + 1B) (x — & — iB) = [(х- о) + В]. (х — 0) - В] = 

=(x-a)? +B? = x? -2ox+07 +В? = x? + px+q, 

где положено p=—-20, g =a +В? (отметим, что ри g— веще- 
ственные числа). Мы знаем, что если Р,(х) и @,(x) =x? + рх+а — 

два алгебраических многочлена и если степень @,(x) не выше 

степени P(x) (ау нас это так), то справедливо соотношение 

Р,(х) = (x? + рх+9) Q(x) + R(x). (2) 
Так как делимое P,(x) и делитель (x? + рх+а) являются ал- 

гебраическими многочленами с вещественными коэффициента- 
ми, то частное Q(x) и остаток A(x) также будут многочленами с 
вещественными коэффициентами. 

Так как степень остатка А(х) ниже степени делителя 

(x? + рх+а) ‚ то степень R(x) не выше единицы, т.е. R(x) = Ах+В, 
где Аи В— вещественные числа. Итак, в нашем случае соотноше- 
ние (2) будет таким: 

2 P(x) = (x* + px +q) Q(x) + Ах+В. (3) 

У нас, по условию, число а=@а+й является корнем P,(x). 
Поэтому, подставляя в (3) «+В вместо x, получим 

Аа + В =0, 

ВА =0. 

Так как В # 0, то из второго уравнения системы получаем А=0, 
а тогда из первого уравнения системы находим, что В = 0. Следо- 
вательно, R(x) = Ах+В=0. 

|. Остается показать теперь, что число а = @ — В является кор- 
нем кратности К многочлена P(x). 

Так как P,(x) — алгебраический многочлен с вещественными 
коэффициентами, то ясно, что Р’(х), P(x), .., РА (х), Р®(х) 
также являются алгебраическими многочленами с вещественны- 
ми коэффициентами. 

По условию, число а = «0+ 8 — корень кратности А многочлена 

Р,(х).Значит, Р,(&+ 18) =0, Р’(а+ 8) =0, --., РЭ (a + iB) =0, но 

PH (а + iB) =0. Нотогда, по доказанному выше (см. пункт I), число 

а =а- 1 является корнем для многочленов Р”(х), ..., РП (х), 

0=0+ A(a+ 3) + В > (Аа+ В) +ВА=0 © 
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т.е. P’(a— В) =0, +, P& (a - №) = 0.Ormeru, что PP) (o — iB) #0. 
Действительно, если предположить, что P(g — 8) =0, то число 
и-в=а+ должно быть корнем P\)(x), т.е. должно быть 

P(g + В) =0, а это не так. Итак, получили Р,‚(а- 8) =0, 
Pr(a—- iB) =0, --., P&- (а- ip) =0, но Р®)(а- 18) #0. А это озна- 
чает, что число а = «- 8 является корнем кратности К многочле- 
на P(x). q 

Следствие. Совокупность комплексных корней многочлена 
с вещественными коэффициентами распадается на пары взаимно 
сопряженных корней одной и той же кратности. 

На плоскости комплексного переменного корни многочлена 
с вещественными коэффициентами располагаются симметрично 
относительно вещественной оси. На самой вещественной оси рас- 

полагаются вещественные корни. 
Пусть P(x) — алгебраический многочлен степени л> 1 све- 

щественными коэффициентами. Пусть а, 6, ..., с — вещественные 
корни Р,(х) кратностей @, В, ..., у соответственно, alu /, --., ти 
т — пары сопряженных комплексных корней соответственно крат- 
ностей 2, --. , Ц. Тогда, как мы знаем, для P,(x) справедливо пред- 

ставление 

P(x) = 4 (х-а)“(х-ЬВ...(х- с) x 

x (x —1)* (x —1)4...(x — m)" (x — im) 

(здесь O+B+...4¢Y+2A+...+2n=n). Но 

(4) 

(х- 0% (х-Т)^ = (x? +рх+9)^, 

(x —m)" (x — im)" = (x? +0 4:5)4, 

где (x? + рх+а), 5 (x? +7 +5) — квадратные трехчлены с веще- 

ственными коэффициентами. 
Поэтому разложение (4) для YA 

P,(x) примет вид 

Р,(х) = a(x - a)" x о 

x (x — 6)P (x -c)' x (5) 

x (x? + px+q)*...(x? + +5)", 
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где все коэффициенты вещест- 
венны. Рис. 6.5 
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Замечание. Может, конечно, случиться, что в разложении (5) 
линейные или квадратичные сомножители отсутствуют. Это будет 
соответствовать случаям, когда отсутствуют вещественные или, 
соответственно, комплексные корниу P(x). 

$ 5. Разложение правильных рациональных дробей 

с вещественными коэффициентами 
на сумму простейших дробей 
с вещественными коэффициентами 

Определение. Дробно-рациональной функцией, или рациональной 
дробью, называется функция вида 

P(X) _ ах" +ах" "+ ...+аах+а, 
О(х) byx™ + bx! +... +B 1X4 On › 

где nsmeN, Q,Q,...,4,, 9, 5,..-,5,, — постоянные числа. Если 
п < т, то рациональная дробь (1) называется правильной; если же 
п > т, то неправильной. 

Простейшими рациональными дробями называются дроби сле- 
дующих четырех типов: 

(1) 

2 

“A. ni, 224" (2 <q): 
х-а x" +px+q 4 

2 

и. М (k =2,3,...); IV. SO cg k =2,3,...), 
(x —a) (х’ + рх+9)° 4 

где A, М, №, a, р, 4 — постоянные вещественные числа. 
Теорема 1. Пусть имеется правильная рациональная дробь 

Р(х) с вещественными коэффициентами Ox) . Пусть вещественное чис- 
х 

ло а является корнем кратности К знаменателя Q(x) , T. e. 
k 

Q(x) = (x - a)" Q(x), где g(a) #0. 

P(x) (= Px) ) справедливо следую- Тогда для дроби 0(х) ^ (x—a)*o(x) 
щее представление: 

P(x) _ А P(x) 

а) ay "ве. °) 
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В представлении (2) A, — вещественное число, P(x) — неко- 
торый многочлен с вещественными коэффициентами, причем дробь 

P(x) . 
I является правильной. 

(х-а) `` p(x) 

» Рассмотрим разность R = Ре __4 ~- Имеем 
(x-a)" Q(x) (х-а) 

R= P(x) AoC) Ясно, что P(x)—A,Q(x) есть алгебраический 
(x — a)" ф(х) 

многочлен с вещественными коэффициентами. Попытаемся подо- 

брать число А, таким, чтобы многочлен Р(х)-Аф(х) делился без 

остатка на разность (x -а). Это будет лишь тогда, когда число а яв- 

ляется корнем многочлена P(x) — 4ф(х),т.е. когда Р(а)- Аф(а)=0, 

P(a) или когда A, = ——. Tak Kak 9(a) # 0, то такое число A, обязатель- 
(a) 

HO существует. Таким образом, получаем: если в качестве числа A, 

Р _ 
брать число nah ‚ то будем иметь P(x) — Аф(х) = (х-а)Р(х), где 

Р(х) — алгебраический многочлен с вещественными коэффици- 

ентами. Но тогда 

_ Px) А (ea) P(X) _ __Р® 
(x—a)‘ p(x) (x-a)® (х-а (x) (x-a)*! Q(x) 

P(x) A P(x) = + Г: k k- ’ (х-а)‘Ф(х) (х-а) (х-а) (x) 
а это и требовалось установить. Подчеркнем еще раз, что рацио- 

Р(х) 
k=l 

(x -—a)"~ g(x) 

дробью с вещественными коэффициентами. | 

Замечание. Если k>1, то к правильной рациональной дроби 

Р(х) 
=I (x - a)*"! p(x) 

зультате получим 

нальная дробь является правильной рациональной 

можно применить доказанную выше теорему. В ре- 
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P(x) ___ № P (x) 

(x—a)"o(x)  (x-a)! (x - a)? (x) 

P(x) 

(x — a)*~? p(x) 
ональная дробь с вещественными коэффициентами. Продолжая 
этот процесс, после К-кратного применения теоремы |, будем иметь: 

где A, — постоянное число, а — правильная раци- 

P(x) __ _ 
(x — a)* p(x) 

-—4 + Ay +... + A, +2) 
(х-а)^ (х-а) (x —a) х-а (x) 

F(x) 
где A,, A), A3, ..., A, — постоянные числа, a o(x) — правильная 

рациональная дробь с вещественными коэффициентами. 
Теорема 2. Пусть имеется правильная рациональная дробь 

P(x) , 
с вещественными коэффициентами Ox) . Пусть комплексное чис- 

х 

ло а = “+ В является корнем кратности k знаменателя О(х) (зна- 
чит, и число а = а -— 8 также является корнем кратности К знаме- 
нателя Q(x) ) и, следовательно, 

Q(x) = (x —a)* (х-а) (x) = (x? + рх+9) (Хх), 

P(x) _ P(x) 
где o(ati®) #0. Тогда для дроби —— (= 
де Фо) па для AP О(х) (x? + px +q)* p(x) 

справедливо следующее представление: 

P(x) — Mx+QN, + P(x) (3) 

(x2 + px+qgko(x) (x2 + px+g) (x? + px +g)! @(x) ` 

В представлении (3) Му, №, — вещественные числа, а P(x) — He- 

который алгебраический многочлен с вещественными коэффи- 

Р(х) 
циентами, причем дробь - 

(x? + рх+4) 1 p(x) 
является правильной. 
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P(x) _ M,x + N, 

(x? + px+q)* p(x) (x? + px+q)* 
» Рассмотрим разность А = 

(x) - (Мих + Ni) (x) 

(x? + px +q)* 9(x) 
+ N,)o(x) есть алгебраический многочлен с вещественными KO- 

эффициентами. Попытаемся подобрать числа М; и N, такими, 
чтобы число а=@а+ В (значит, и число а =а-й) было корнем 
многочлена P(x) —(M,x + N,)@(x), т.е. чтобы было: 

Имеем R= P . Отметим, что P(x)-(M,x + 

P(a + В) -[M,(a + iB) + М]-Ф(а+ iB) =0. (4) 

Так Kak ф(о + iB) #0, то из (4) находим 

M,(a + В) + М, = Е => (Ма + №) + ВМ, = Si) => 

_ P(a + iB) 

Bu = Im (Fee 
= ‹ 

Ма + №, =Re Pla + iB) 
p(a + JB) 

| Р(о + iB) 
М: ==1 ; 

_} 8 " (Fe 
P(a+iB)) а P(a + iB) 

N, = —— 
| [т в" (ae | 

При таком выборе чисел М, и М многочлен Р(х)-(М\х+ 
+ №)Ф(х) делится без остатка на произведение (х-а)(х-а) = 
= (x? + px + а) .Следовательно, будем иметь 

P(x) — (Mx + М) -6(х) = (x? + px +) P(x), 
roe P(x) — алгебраический многочлен с вещественными коэф- 
фициентами. Но тогда 

_ P(x) — _ Мх+М _ 

(x? + рх+ 4)‘ (x) (x? + px+q)‘ 
_ (x2 + pxt gy P(x) _ P(x) 
(x2 + pxt gyko(x) (x? + px +g)! (x) 
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P(x) M,x+N, P(x) 
2 Г ==> 72 k=l ; 

(x° + px+qy p(x) (xo + pxt+qy (x* + px+q)” 9(x) 

а это и требовалось доказать. Отметим, что рациональная дробь 

Р(х) 
(x? + px+q)*' (x) 

с вещественными коэффициентами. «4 
Замечание. Если К >1, то к правильной рациональной дроби 

P(x) 
(x? + px+q)*"' (x) 

2. Получим при этом: 

является правильной рациональной дробью 

можно применить доказанную выше тсорему 

Р(х) Myx + N, P(x) 

2 k-l ==> кт 172 k-2 ’ 
(x* + pxt+q)y Q(x) (x* + px+q) (x* + px +q)“ (x) 

где M,,N. — постоянные вещественные числа, a 

P(x) 
(x? + px +g)? @(x) 
ственными коэффициентами. Продолжая этот процесс, после 
К-кратного применения теоремы 2 будем иметь: 

P(x) _ 

4x? + px +q)* (x) 
Мх+ №, Мох + М, M,x+N, P(x) 

=— rts te ts + , 
(x° + px+q) (х’+рх+а) x° + px+q (x) 

— правильная рациональная дробь с веще- 

где М‚, М, МЬ, №, ..., Му, Ny — постоянные вещественные чис- 

P(x 
ла, a = — правильная рациональная дробь с вещественными 

коэффициентами. 

P(x) Следствие из теорем 1 и 2. Пусть 00 — правильная рацио- 

нальная дробь с вещественными коэффициентами. Пусть 

0(х) = (x = a) (x = ay)... (X= ,)% x 
x(x? + pyx+qy)Pl..(x? + pox +s)", 
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2 
р; 

где а, а›,...а,, р, ар,....р» 9; — вещественные числа; 7 <q; 

(1=1,5); O,%,..,0,, Ву, В2, .... В: — натуральные числа. Тогда 

справедливо представление: 

(1) 

P(x) _ 4 мы 
Q(x) (х-а)ч (x-a,)*"! х-а 

Al) AL) A) 
Г ++ 

(x-@)? (х-а>)? х-а> 

+ isscsssesescecees + 

AW) AW”) Aw) 
——+ + (5) 

(х-а,) * (х-а,) ' х-а, 

Mire NO МОм MeN 
(x? + ppx+q) (x? + px+q) x? + рх+9 

Fisccsssssseseess + 

Myx + Ny? M3x + М Mynx + Na +... + 
(x? + ррх+4.)* (х+р.х+а, х+р.х+4. 

Замечание. Практическое осуществление представления пра- 
вильной рациональной дроби в виде суммы простейших дробей 
производится так: 

1) Пишут общий вид представления (5) с буквенными коэф- 
фициентами (пока неизвестными). 

2) В написанном представлении (5) все дроби приводят к об- 
щему знаменателю, которым оказывается О(х). 

3) Отбросив затем справа и слева знаменатели, приходят к pa- 
венству двух алгебраических многочленов: слева — с конкретны- 
ми коэффициентами, справа — с буквенными. Сравнение коэф- 
фициентов при одинаковых степенях х приводит к системе 
уравнений, из которой находятся значения интересующих нас не- 
известных коэффициентов. 

Поясним сказанное на примере. Пусть требуется разложить на 

2х3 +4x7 +х+2 

(х-1)2 (x? +х+1. 
простейшие правильную дробь: 
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Решение. 1) Пишем общий вид разложения: 

2х3 +452 +х+2 _ A B + Mx + М 

(x-1)?(x27 4x41) (x-1)? x-] хх. 

2) Приводим все дроби к общему знаменателю: 

2% 44x? +x42 _ A(x? +х+1 + B(x? -1)+(Mx+ М)(х-1* 
(х- 1)? (x? +х+1) (х- 12 (x? +х+1) | 

3) Мысленно отбрасываем знаменатели в полученном равен- 
стве и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х 
в числителях. В результате получаем: 

| 2=В+М, | 
x?| 4=А+М-2М, 
х| 1=А+М -2М, 

x°| 2=A-B+N 

‚ => A=3,8=2,M=0,N=1. (6) 

Следовательно, 

2х3 4+4x7 +х+2 3 2 | 
= + . 

(x-1)?Qx27 4x41) (х-1)? x-l x? 4x41 

$ 6. Интегрирование рациональных дробей 

Рассмотрим сначала вопрос об интегрировании простейших 
рациональных дробей, а именно, рациональных дробей типов: 

А 2 

1 1. А (кем, к=2); Ш. М+М (2 cg); 
х-а (х-а) x" +px+q 4 

Mx +N р? 
IV. R(—<quke22), 

(x? + px+q) 4 
где а, р, а, 4, М, М — постоянные вещественные числа. Имеем: 

|. fide д дих +С. 
х-а х-а 

A | Е Gua +С (У нас A _ _ К А 
Me Joe BA a) * d(x а) =- 

k#1). 
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Mx+N 
Ш. | 5 ах . Заметим, что этот интеграл берется особен- 

x* + pPX+q 

HO легко в следующих двух частных случаях: 

Г случай: когда Мх + М = 2х+р, т. е. когда числитель подынтег- 

ральной функции есть точная производная знаменателя. Имеем 
в этом случае: 

f 2x P dx = [++ 5 = [п (x? + px+q)+C. 
х^+рх+а x* + px+q 

2 случай: когда Mx +N = М ,T.e. когда числитель подынтеграль- 
ной функции есть постоянное число. Имеем в этом случае: 

N 4(х +2 

| 2 dx = М | 2 7\ X° + PX+q (++ alo 

2 4 

a{x+) x+2 

= N| 2 М акс 

(+2) + а- 2 1-7 1-7 

2 | 4 

р? 
(у нас q-7 > 9). 

Рассмотрим теперь общий случай. Он сводится к только что 
рассмотренным частным случаям. В самом деле, имеем Mx+N= 

= Max+p)-5+/ 77 | aroma 

dx = | 2x P ax+( al dx _ 

x" + pxt+q 2° xX° + px+g 2 т x’ + pxt+q 

р х+— 
М in (x2 + px+q)+ _ МР аа 2+С. 

4 14 
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Iv. | aie ‚ах. Так как Мх+М= МОх+ р). 1+ М -— 
(x° + px+q) 2 

Mp 
2 о 

dx + 
f Мх + № дк =f 2х+р 

(x? + px+q)* (x? + px +q)* 
2 + м2 || dx -=M Me +Px+d) , 

(x* + pX+q) 2 ° (x* + px+q) 

(9-Я 
M 1 ] Mp dz 

=—- . +1 № —-— 

2 1-k (x? + рх+а) ( 2 ee. 
2 

где z=X+ 5 , а? = q- = > 0. Видим, что мы сможем вычислить HH- 

теграл от рациональной дроби типа IV, если вычислим интеграл /, = 

_ a’dz 

jae +a (& +a’) 

ahaa а -al а (=? +а 2k 4 (22 4 a?) k 

HF . Перепишем интеграл /, ввиде J, = | 

(2? Ft 
=I. 

| zdz 
= Ii =F [hfe 2,2 И 

(2 +а”) 

и=г => du = dz; | 

= zdz | d(z* +a’) | = 
dy = =. > у = . 

(2? +a’) 2 (22 +a’)" 2(1 —k) (52 +a’)r-| | 

1 ОИ ООН < | az 
= Г 2(1-k) (22 +.a7)k! Tp! aye ] 

= 
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| | | < 
I, =—| 1 ——/ 22 = pe 2k) ЕП eat 

11 < 2k —3 . 

2 - ЕО (ча?) а ©) 

(*) — рекуррентная формула, выражающая J, через /,_,. Мы 

знаем, что 

А тогда, пользуясь формулой (*), мы можем последовательно вы- 

числить /. , затем /3, ит. д. 

Итак, нами вычислены интегралы от всех четырех типов про- 
стейших рациональных дробей и показано, что каждый из этих 

интегралов представляет собой элементарную функцию. 
Заменание (00 интегрировании в конечном виде). Ранее было 

введено понятие класса элементарных функций. Было показано 
затем, что производная от любой элементарной функции является 
функцией элементарной. 

Отметим, что при проведении операции интегрирования дело 
может обстоять иначе. Именно: если функция f(x), хе (a,b), 
элементарная, а функция F(x) является первообразной для f(x) 

в промежутке (a,b), то может оказаться, что F(x) не является эле- 

ментарной функцией. Если функция Р(х) оказывается элемен- 

тарной, то говорят, что | J (x)dx выражается через элементарные 

функции (или короче: [Л (x)dx берется в конечном виде). Если 

же F(x) не является элементарной функцией, то говорят, что 

| f(x)dx в конечном виде He берется. Примерами таких интегра- 

лов (не берущихся в конечном виде) могут служить следующие: 

I) fe* dx; 2) [т (х?) ах; 3) | cos (х?)ах:; 4) а (x #0); 

5) [> ax (x #0); 6) j= (x>O u x#1). 

Проведенные выше вычисления интегралов от всех четырех TH- 
пов простейших рациональных дробей позволяют сделать вывод. 

Интегралы от простейших рациональных дробей берутся в ко- 
нечном виде. 
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P(x) 
Q(x) 

ставлена в виде суммы конечного числа простейших рациональных 
дробей, то справедливо утверждение: 

Интеграл от правильной рациональной дроби с веществен- 
ными коэффициентами берется в конечном виде. 

P(x) 
Q(x) 

щыо деления “столбиком” можно всегда представить в виде сум- 

мы алгебраического многочлена и правильной рациональной дроби. 

Так как правильная рациональная дробь может быть пред- 

Если рациональная дробь — неправильная, то ее с помо- 

P(x) Значит, и в этом случае | тах берется в конечном виде. Таким 
О(х) 

образом, мы приходим к выводу. 

Интеграл от всякой рациональной дроби с вещественными 
коэффициентами всегда берется в конечном виде. 

§ 7. Интегрирование правильных рациональных дробей 
по методу Остроградского 

Р(х) 
Пусть — правильная рациональная дробь с вещественны- 

ми коэффициентами. Пусть знаменатель О(х) этой дроби имеет вид: 

Q(x) = (х-а, "(x= а›)”?...(х _ а.) x 
(1) 

x (x? + дх+а №... (х2 + ррх+а,)*. 
P(x) 

Тогда, как мы знаем, дробь O,) представима в виде: 

| | (1) 
P(x) _ A + Ay eg +... + 
Q(x) (х-а)“ (x-a)™"! х-а 

ох, 
(х-а,)*  (x-a,)%"! х-а, 

М®х+ NO М®х+ МО Myx + М 
! | 2 2 ato +... + 

(x? + рх+а № (x? + pjx+q,)P! x? + DX+4q; 
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MOxtNO —— MPxeNO МХМ 
(x? + р,х+4,) (x? + pyx+q5)P x? + p.xX+, 

(2) 

Проинтегрируем, например, группу слагаемых, входящих в состав 
суммы (2) и соответствующих вещественному корню а полино- 
ма О(х). Получим 

А As 
] _ | a,-l + 2 _ | a,-2 + 7 

би (x-4a) и (х-а) 

AY Py (x 78 4 4M In [ха] = 9 + 4 in ка 
х-а (х-а)' 

F(x) 
где a yard — Правильная рациональная дробь с веществен- 

хх — 

ными коэффициентами. Проинтегрировав группы слагаемых, входя- 
щих в состав суммы (2) и соответствующих вещественным кор- 
ням 4›,..., а, полинома Q(x), получим 

К) (х) Аг) (х) 

(x — a,)7"' (x-a,)%" 

Нетрудно также понять, что в результате интегрирования каждой 
группы слагаемых, входящих в состав суммы (2) и соответствую- 

+A In |x-a];..., + AY? In |x -a,|. 

щих паре комплексных сопряженных корней: == qi - 

[=1,5 полинома Q(x), мы будем получать: 

~ р! 
P.ilx х+— __ 

(1) (X) Шт + Be ага 2 [=15, 

(х+рх+9)" р’ 
1a 

P(x) 

(x? + px +q,)P 
roe — правильная рациональная дробь с веще- 

ственными коэффициентами. Следовательно, в результате интег- 
рирования равенства (2) будем иметь: 
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) dx = 
re = Ay) ...(% a, ) (x? + PX +q)P...(x? + Pex +5)” 7 

Ful) Ro) №09 
= ... ... 

(ха) (x—a,)%! (x? + pyx+qy)P 

P(x) 
м 

) 

(x? ae )в,-1 + AY In |x- a] +... + A In [х- а,|+ 

5 5 

р 
р. 

x+0l 
x4 2 

2 +B arctg +... + В arctg Гр о 
_ A | _ Ps’ 

Сложив все рациональные дроби в правой части равенства (3), мы 
получим правильную дробь с вещественными коэффициентами: 

P(x) 

(x — a) (x, N(x? + pyx tqyyPl (x? + px + gs)” 
Заметим, далее, что трансцендентные слагаемые (логарифмы иар- 
ктангенсы) в правой части равенства (3) получаются в результате 
интегрирования простейших дробей, знаменателями которых яв- 
ляются первые степени множителей, входящих в разложение Q(x). 
Если объединить все эти приводящие к трансцендентным функ- 

циям интегралы в один, сложив подынтегральные функции, то 
получим интеграл от правильной дроби: 

| Р. (х) dx 

2 2 (x —a,)...(% —@,)(X° + PjpX+q))...(X° + PX + 4s) 

Принимая BO внимание все сказанное выше, Остроградский предло- 

Р(х) P(x) 
жил выражение для интеграла: Jom ах, где O(x) — правильная 

рациональная дробь с вещественными коэффициентами, искать в виде: 

P(x) ee 

Soca ...(х-а,)“ (x? +рх+9, yPr (x? + Pex +q,) x 

= P(x) (4) 

(ха)... (ха (+ хат. + PSX + gS) 
| Р..(х) и 
(х-а)...(х-а,)(х? + рх+а)...(х? + р,х+а4,) ” 
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где Р,(х) и Р.(х) — некоторые полиномы с вещественными коэф- 
фициентами (пока неизвестными). Степень полинома Р, (х) наеди- 
ницу меньше степени полинома 

О. (х) =(х-а м"... (x -a,)%! x 

2 1 2 1 х (X* +рх+4а Na „..(х“ + px +4q,)°! , 

а степень полинома Р.(х) на единицу меньше степени полинома 

О..(х) = (х-а)...(х-а,)(х* + рх+91)...(х* + рх+а,). 
Неизвестные коэффициенты полиномов Р, (х) и Р,,(х) находят так. 

1) Дифференцируют обе части соотношения (4). 
2) Получившиеся при этом дроби приводят к общему знаме- 

нателю. 
3) Отбросив затем справа и слева знаменатели, приходят к ра- 

венству двух алгебраических многочленов: слева — с конкретны- 
ми коэффициентами, справа — с буквенными. Сравнение коэф- 
фициентов при одинаковых степенях х приводит к системе линейных 
уравнений, из которой находятся значения интересующих нас не- 
известных коэффициентов. Поясним изложенное на примере. 

Ах 

(х?+х+1) 
Пусть требуется вычислить интеграл / = | 

Решение. 1) Записываем соотношение (4) применительно к на- 
шему примеру: 

Г dx _ Ax +B Cx + D 

(e4¢x4¢1)? x2 extl Ox? 4x41 

где A, В, С, О — неизвестные пока числа. 

2) Дифференцируем обе части написанного соотношения. По- 
лучаем: 

| _ A(x’ + x+1)- 2x41) (Act В), Сх+Р 
(24x41)? (x? +x41) xr+extel 

3) Приводим все дроби к общему знаменателю. 

| 

(х2+х+1)2 7 

_ A(x? +x +1)-—(2x +1)(Ax + B) +(Cx+ D)(x? +x +1) 

(x? +x +1) 
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4) Мысленно отбрасываем знаменатели в полученном равенстве 
и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х 
в числителях. В результате получаем: 

| 0=C 
2 = — B) 0=-A+ C+D | 42 pal pa? cag 

x | =-28+С+0 3 3 3 

x°| 1=A-B+D | 

Следовательно, 

1 2х+1 
Г = =-. 
я op 3 axel 3 = 

a(x+3) 
] 2х+1 2 2 

= = о +=| 

3 х2+х+1 3 2 2 oie 
_1 _2х+1 4 text! 

3 x*4+x41 "В В 

Заменание. Метод Остроградского позволяет находить рацио- 

Р(х) 
Q(x) 

Этот метод исключает вопрос интегрирования простейших дро- 
бей типов Пи IV, что особенно ценно в отношении дробей типа 
IV, интегрирование которых сопряжено с длинными выкладка- 

P(x) 
Q(x) 

простейшие получается много дробей типа IV, и мы оказываемся 
вынужденными многократно пользоваться рекуррентной форму- 
лой (*) предыдущего параграфа. 

+С. 

нальную часть интеграла | dx чисто алгебраическим путем. 

§ 8. Наибольший общий делитель двух полиномов 
с вещественными коэффициентами. 
Алгоритм Евклида нахождения наибольшего общего делителя 

1. Пусть имеются два полинома Q(x) и (x) с вещественны- 
ми коэффициентами. Общим делителем полиномов Q(x) и $Ф(х) 
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называется любой полином f(x), на который делятся без остатка 
оба полинома О(х) и Q(x). 

Определение. Наибольшим общим делителем полиномов О(х) и 
(xX) называется такой их общий делитель, который делится без 
остатка на любой другой общий делитель этих полиномов. 

Заметим, что из определения наибольшего общего делителя 
вытекает, что он определен с точностью до произвольного посто- 
янного множителя. 

Пусть 

Q(x) = (x —a,)"! (x — a,)™...(x —a,)™ x 

x(x? + дх+9,)№...(х? + pox + qs)! 

P(x) 

x 
с вещественными коэффициентами.) 9 

Рассмотрим О’(х). Мы знаем, что если вещественное число а,, 
[= ‚г, есть корень кратности @, для Q(x), то это число является 
корнем кратности (a,— 1) для О’(х). Точно так же, если комплек- 
сные числа A, и rj ‚ / = 1,5, являются корнями кратности В, для 
Q(x), то эти числа дут корнями кратности (В, -1) ana О’х). 
Следовательно, полином О’(х) может быть представлен в виде 

0х) = (x- a4)". (x-a,)%! x 
х (x? + px tq). (x? + Pex +9, W(x), 

где w(x) не содержит множителей вида: (х-а;), (x? + р,х+а,;), 
i=l,r, j=l,s. 

Из выражений для О(х) и О’(х) видим, что полином 

0.(х) = (х-а)9"...(х-а,) 9х 
x(x? + дх+9 т"... (+ р,х+9, 

является наибольшим общим делителем для полиномов Q(x) и 
О’(х). Факт, что Q(x) является наибольшим общим делителем 
полиномов О(х) и О’(х) , нам важен потому, что если будет най- 
ден способ построения наибольшего общего делителя двух поли- 
номов, то тем самым будет найден способ построения полинома 

Q,(x) без знания корней полинома Q(x) (нахождение корней 
полинома О(х) часто вызывает затруднения). А это будет означать, 
что рациональная часть интеграла от правильной рациональной 

(Q(x) — знаменатель правильной рациональной дроби 

дроби (т.е. рациональная часть [—— Px) Ах) может быть получена 
Q(x) 

элементарными средствами алгебры. 
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Заметим, что полином Q,,(x), являющийся знаменателем раци- 

ональной дроби в интеграле fa ax (см. формулу (4) в §7), 
О., (х) 

может быть вычислен посредством деления О\(х) на О,(х) “стол- 
биком”. (Полином О..(х) имеет только простые корни.) 

2. Алгоритм Евклида нахождения наибольшего общего делите- 
ля двух полиномов. Пусть Q(x) и Ф(х) — два полинома, и пусть 
степень ф(х) не выше степени О(х). Но тогда справедливо пред- 
ставление 

O(x) = p(x) q(x) + п(х), (1) 
где степень остатка п(х) меньше степени делителя M(x) и, следо- 
вательно, можно написать формулу, аналогичную формуле (1): 

ф(х) = п(х) 41 (х) + т (х) , (2) 

где степень остатка »(х) меньше степени делителя A(X) и, следо- 
вательно, можно написать: 

h(x) = ®(х)42(х) + в(х), (3) 
Продолжая этот процесс аналогичным образом, получим: 

к-з (х) = 2 (X) + Чк-2(х) + 1 (X), (k -1) 

Me -2(X) = Mea (X) + Iya (x) + т (х), (К) 

K(X) = (х)-4к(х)+0. (k +1) 
Здесь п. (х) — последний, отличный OT нуля, остаток. (Такое 

обязательно будет иметь место, ибо на каждом шаге степень остат- 
ка снижается по крайней мере на единицу. Следовательно, если 
остаток не обратится в нуль в одном из промежуточных звеньев 
процесса, то после некоторого количества шагов мы получим ос- 
таток нулевой степени. А тогда следующий остаток будет заведомо 
равен нулю.) Итак, пусть 7% (х) есть последний, отличный от нуля, 

остаток. Докажем, что м (х) есть наибольший общий делитель по- 
линомов О(х) и Q(x). 

|1. Установим сначала, что % (xX) является общим делителем Q(x) 
и (x). Из соотношения (Kk +1) следует, что м (х) делится на 
п.(х) без остатка. А тогда из соотношения (К) заключаем, что 
п._2(х) делится без остатка на %.(x), ит. д. Постепенно, шаг 3a ша- 

гом, придем к выводу, что на ^.(х) делятся без остатка (xX), Р(х), 
r(x). А тогда из соотношения (2) будет следовать, что ф(х) делит- 
ся без остатка на м (х) , а из соотношения (1) — что О(х) делится 
без остатка на м (х). Значит, %(х) является общим делителем по- 
линомов О(х) и Q(x). 
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2. Мы докажем, что м, (х) является наибольшим общим делите- 
лем полиномов Q(x) и Ф(х), если установим, что 7%,(X) делится 
без остатка на любой общий делитель этих полиномов. 

Пусть F(x) есть любой общий делитель полиномов Q(x) и Q(x). 
Но тогда из соотношения (1) следует, что п(х) делится без остат- 
ка Ha F(x). После этого, из соотношения (2), заключаем, что (x) 
делится без остатка Ha F(X); затем, из соотношения (3), заключаем, 
что 7. (х) делится без остатка на F(x) ит. д. Из соотношения (А — 1) 
будет следовать, что %_\(X) делится без остатка на F(X), а из соот- 
ношения (К) — что (x) делится без остатка на F(X). Значит, 
n(x) — наибольший общий делитель полиномов Q(x) и Q(X). 

Пример. Вычислить / = Is ye So Seal 

Решение. Видим, что [есть интеграл от правильной рациональ- 
ной дроби с вещественными коэффициентами. Здесь 

О(х) = x4 +2х3 +3х? 42x41 = Ox) =4х3 +6х? +6х+2. 

Найдем наибольший общий делитель полиномов О(х) и Q(x). 
Делим Q(x) на О’(х): 

x4 +23 +3x7 +2х+1 4х? + 6х? +6х+2 

За И Fal Хх 5х tax +5Х |4 3 

Получили 74(x) = ax + ax 7 Tenepb нужно разделить О’(х) = 

= 4х? + 6x? + 6х+2 на п(х). Имеем 

4х? + 6х? +6х+2 |32,3.,3 
_ =X +-х+= 

4х? +4х? +4х = ; 4 

2 —xX+— _2х +2х+2 3” 3 

2x7 +2x+2 

0 
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Получили (x) =0. Значит, пл (x) = ox + zx +2 есть наибольший 

общий делитель полиномов О(х) и О’(х). Так как наибольший 
общий делитель определен с точностью до произвольного посто- 
янного множителя, то в качестве наибольшего общего делителя 
О(х) и О’(х) будем считать 

й (х) = SHC) > A(x)=x?4+x41. 

Производить вычисление / станем по формуле Остроградского 

= [2M ax = P(x) +f PA) 4 

Q(x) 0.(x) 10.. (xy 

У нас О, (х) =x? +х+1; О., (х) = Е = Имеем 

x4 + 2х3 +3х2 +2х+1 |x? +х+1 

xi + хз + x? |x? + x41 

x2 42x? +2х+1 

xe+x2% 4x 

4x 

х2+х+1 

0 

Следовательно, О., Хх =x? +х+1. А тогда 

Ах+ В Cx + D 
J= | A =— + — ах. 

+ 2х3 oo +2х+1 x2 4x41 +x+1 

Коэффициенты были найдены при решении примера в § 7. Tam 
же было найдено, что 

pal. 2x +1 4 arctg ТС. 

3 х2+х+1 "ЗВ V3 

$ 9. Интегрирование 
некоторых алгебраических иррациональностей 

Интегралы от иррациональных функций в большинстве слу- 

чаев в конечном виде не берутся. Однако в ряде случаев интегри- 

58



рование выражений, содержащих иррациональности, с помощью 
надлежащим образом выбранных подстановок удается свести к 
интегрированию рациональных дробей. 

Рассмотрим некоторые из этих случаев. 
Г. Интегрирование дробно-линейных иррациональностей. Пусть 

ax+b fax+b ax+b 
[= m ya ‚> He, | 
ИЕ сх+а сх+а (1) 

где a,b,c,d — постоянные вещественные числа, такие, что 
ad —bc #03; m,n,...,g — целые числа, а функция /— рациональ- 
ная относительно всех своих аргументов. Покажем, что интеграл 
типа (1) берется в конечном виде. 

}» Сделаем замену переменной интегрирования, положив 

ах+ м 
=f", me N— наименьшее общее кратное чисел: т, п, ..., 4. 

сх+а 

tNd—b 
Тогда x = м. = fi(t), где Л(Г) — рациональная функция от & 

ad — bc) М 
dx = ( b 5 dt = f,(t)dt, где (1) — рациональная функция 

(а-1`с) 

М (М - М - 
OT Г. Так как тт, 7? yy 1 — целые числа и так как 

рациональная функция от рациональных функций есть функция раци- 

ональная, то получим: / = | КИ, где f(t) — рациональная функ- 

ция OT /. А такой интеграл, как мы знаем, берется в конечном виде. | 

+2 бы, хе (-5, +=). 
[+5455] 

Решение. Делаем замену: х+ 5 = 18 = dx = 6fdt. Тогда 

Пример 1. Вычислить / = 

3.к,5 8 

Lm | At бе HC (f° +1f°) (t+ 1) (tf +1) (t+ 1) 

Возвращаясь к прежней переменной, получаем 

[=- 2 +С. 

((х+5+1]. 
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II. Интегрирование биномиальных дифференциалов. Пусть имеет- 
ся интеграл вида: 

I = [x (ax" +b)? dx, (1) 

где т, п,р — рациональные числа: т = 5 ,n= 7 , p= (a, В, у, 9, А, 
0 

ц — целые числа); аи Б— постоянные вещественные числа. Под- 
ынтегральное выражение в (11) носит название биномиального диф- 
ференциала. 

Покажем, что интеграл (II) берется в конечном виде, если ока- 

m+! 
зывается целым хотя бы одно из следующих трех чисел: р, 7? 

m+1 
+ p. (Во всех иных случаях интеграл типа (11) в конечном 

виде не берется. Это было установлено П.Л. Чебышевым.) 

p> 1. Пусть р — целое. 

В этом случае делаем замену: х = tN ‚ ге №М— наименьшее об- 
— (Ц . 

щее кратное чисел В иб. При такой замене имеем: x” =18 =", 

м . =y 5 . 
где m — целое; х” =r =r", где A — целое; dx = М”. Полу- 
чаем, следовательно, 

T=Nft"(at" + БР = М[ ДЕ, 

где f (Г) — рациональная функция от ¢. А такой интеграл берется 

в конечном виде. 

m+i 
2. Пусть — целое. 

В этом случае делаем замену: ax” +b =#Ё' (и — знаменатель числа 
р). При такой замене имеем: 

1{#-b т м 
“- | — | Eade (ax" +b)? =P ap ha’, 
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Получаем, следовательно, 

т+1 -| 

Fp [= =" dt =| а, 
an a an 

где f(t) — рациональная функция от Е. A такой интеграл берется 
в конечном виде. 

3. Пусть m 
+ | 

+ p — целое. 
n 

ax"+b д В этом случае делаем замену: ——=f" (2 — знаменатель 

числа р). При такой замене имеем: 

_1 
ий _ n и _ n 

a+ bx" нЕ] dent " Bpelae. b 

и_ \Р 
(ax" +b)? = (х' 1" )Р = х"РР -( ; " th, 

Получаем, следовательно, 

и а {и} Г") _ А+ -| 

7 т! 7 

где f(t) — рациональная функция от Г. A такой интеграл берется 
в конечном виде. «4 

и [fF dt = | f(nat, 

Вопрос. Берется или нет в конечном виде интеграл / = fvl + х? ах 

(= Je +1)? dx )? 

Решение. Здесь M=0,n=3, p= > . Имеем: 

| 
1) p => не целое число. 

m+ 1 
= 3 — He целое число. 

n 
2) 

1. 1 §5 
—+—=— — не целое число. 
3“ 2 6 

Вывод. Данный интеграл в конечном виде не берется. 
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Пример 2. Вычислить | = | dx ‚ ХЕ (-°, —1) U (-1, 0) U 

ar ee 
U (0, +0). x 

Рещение. Запишем интеграл / в виде: / = fx? (хи + ах. Здесь 

т=-3, п=-1, р=-з. Имеем 

1) р =-2 — не целое число. 

т+1 -3+1 
2) — — 

n —| 

ся в конечном виде (имеет место второй случай). Поэтому делаем 

замену: 

2 — целое число => Данный интеграл берет- 

хи! +1=Р => - a = Ма => ах = —-5x2ttdt, x3 (x7! + Idx = 
x 

= xr! .(-5)x2f dt = -5x Pat = -5В(Р - Рае = 5(В - В)аг. 
Получаем, следовательно, | 

5 5 | ГЕ) -5Р+С, rae refs, 

Пример 3. Вычислить | = (|, ХЕ (-°°, —1) U (-1, +09). 
Vi+x° 

| 
Решение. Запишем интеграл /в виде: / = Kes +1) 3dx. Здесь 

m=0,n=3, p =~. Имеем: 

] 
Пр --3 — не целое число. 

т+т | 
2) => — не целое число. 

n 3 

m+ I 1 v 
3) + p= 373 = 0 — целое число => Данный интеграл бе- 

n 

рется в конечном виде. (Имеет место третий случай.) Поэтому 
делаем замену: 
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=p oa lexPaPaxt=P-l = 

= — 3х 4ах =30dt > dx =—-x'rdt. 

(x3 +1) Зах =(x3t*) 3(-x*t?) dt = 

= =x! ¢!>» 4 dt = —x3 tdt = so. 
[ — 

Получаем, следовательно, 

tdt | | t-] 
[=- =-- _ dt = 
ре У Е 

13 21+1).--= | l-(t-ldt 1 г. 5-5 =—=In |t-1|+— =—<In |r-1]+-— dt 
3 in| иг 3 | 1+3) 2 +1+1 

аи (2 +140 - 
3 6 

(r+) 
-1| 2 Та ТС 

2 1 (В 6 4-1 3 V3 
t+—| +| — 

2 

x +1 где t= 
x 

Ш. Интегрирование квадратичных иррациональностей. Пусть 
имеется интеграл вида: 

1 =f f(x, ax? + bx +e) dx, (1) 

где a,b,c — постоянные вещественные числа, а функция /— pa- 

циональная относительно обоих своих аргументов. Заметим сразу: 
если квадратный трехчлен ах? + bx +c имеет комплексные корни, 
то интеграл типа (111) имеет смысл рассматривать лишь при а > 0 
(ибо в этом случае ах? +bx+c>0 лишь при а > 0). Поэтому при 

а < 0 имеет смысл рассматривать лишь случай, когда корни трех- 
члена ах? +bx+c вещественные и различные. 
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Покажем, что интеграл типа (ПТ) берется в конечном виде. 

>» 1) Пусть а > 0. В этом случае делаем замену: Мах? + bx +0 = 

= t— х\/а (это — так называемая первая подстановка Эйлера). Воз- 

ведение обеих частей равенства в квадрат дает ax’ + bx +e = 

= ft? —2Ja -tx +ax?. Видим, что член ax? сокращается (в этом “соль” 

подстановки Эйлера), и мы получаем для х рациональное выраже- 

с 
b+2Ja-t 

ция OT ft. Имеем, далее, 

_ 26 + 2Va-t)-2Va (Р -9 

| (6+2/.1). 

где (1) — рациональная функция от 1. Мах? +bx +0 =1- 

ние через ft: x = = (1), где f(t) — рациональная функ- 

dx dt = f, (dt, 

~Ja- f(t) = (Г), где f3(t) — рациональная функция OT ¢. Таким 

образом, получаем: 

[= | (Ла), 50). Ра =| fat, 

где /(1) — рациональная функция OT (, 

Вывод: интеграл / берется в конечном виде. 

2) Пусть a <0 итрехчлен ах? + bx +c имеет вещественные pa3- 

личные корни X, и Xz. Тогда ах? + bx +c = a(x —x,)(x — xX). Дела- 

ем замену: 

Мах? +bx+c=(x-Xx,)t 

(это — вторая подстановка Эйлера). Возведение обеих частей pa- 
венства в квадрат дает: 

а(х-х)(х-х>) = (x-x,)*? => 

2 
X,t° — ax 

-—— = fi(d), 
f 

=> a(x—-xX,)=(x-x)P > x= 

где f(t) — рациональная функция oT (. Имеем, далее, 
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2x,t(t? фа) —21(x,0? - 

re dt = fat, dx = 

roe (Г) — рациональная функция OT fF. Мах? +bx+c=t-[f()- 

—x,]= (0 ‚где f() — рациональная функция от г. Получаем, та- 

ким образом, 

1 = | (ла), 5). Ба =] fade, 
где f(f) — рациональная функция OT fF. 

Вывод: интеграл / берется в конечном виде. 4 

dx 
Пример 4. Вычислить / = | =. 

J \х2 +A 
Рещение. Делаем замену: 

2 
= +В -щ+х? ъх=2 А. . 

21 ’ 

Pr +n 5 РА Per 
dx = dt, +А=#- = , 
КР * 21 21 

Следовательно, 

О: [и false. 
212 (12 + ny 

У нас {= х+л/х2 42. Поэтому 

dx 
[= = п e+ vx? + 2] +С. 

Па +X 

Замечание. Подстановки Эйлера при вычислении интегралов 
типа (117) часто приводят к интегралам от громоздких рациональ- 
ных дробей. Рассмотрим некоторые частные случаи, когда для вы- 
числения интегралов типа (11) более удобными оказываются дру- 
гие способы. 

1. Пусть имеется интеграл вида: 

P(x) 
Vax? +bx +e 

где P(x) — полином степени я. Видим, что (*) является интегралом 
типа (III) и, следовательно, он может быть вычислен с помощью 

[= Ах, (*) 
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подстановок Эйлера. Ho этот интеграл может быть вычислен 
и методом неопределенных коэффициентов по формуле: 

de = Q,-1(xWVax? + bx +0 +2] a » (1) 
ax +bx+c 

| P, (x) 

Vax? + bx +e 

где 2} — некоторое постоянное число (пока неопределенное), 
О, (х) — полином степени (п-1) с неопределенными коэффи- 
циентами. A и коэффициенты полинома Q,_,(X) находят так. 

1) Дифференцируют по х обе части соотношения (1). Получают 

P(x) 
Vax? +bx+c 

ax+?. 
ОНР ЛИ A 
Мах? +ьх+е ах? +Ьх+с 

2) В полученном соотношении все дроби приводят к общему 
знаменателю 

= 0* 1 (х)уах? +6х+с+0,(х) 

F(x) 
Vax? + bx +e Vax? + bx +e 

О! 1(х). (ax? +вк+с) + 0,46 [ах+5 |+ 

3) Мысленно отбрасывают знаменатели в последнем равенстве 
и приравнивают коэффициенты при одинаковых степенях х в чис- 
лителях. В результате получают систему (п -+1) линейных уравне- 

ний, из которых находят 7 и коэффициенты полинома Q,_,(x). 

x? —6х? +Пх-6 

Vx? +4х+3 
Пример 5. Вычислить | = | dx , ХЕ (-°, —3)U 

U (-l, +). 

Решение. По формуле (1) можем написать: 

3 2 (2 — 6х +Их-6б 4. _ 

Vx2 +4х+3 

= (Ax? + Вх+ Cx? +4х+3 +A) 
dx 

Vx? +4х+3 
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1) Дифференцируем no хобе части написанного соотношения. 

x? —- 6х? +11x -6 _ 

Мх? +4x +3 
(x + 2)(Ax? + Bx +C) й r | 

Ух? +4х+3 Vx? +4х+3 
= (2Ах + Ву\х? +4х+3+ 

2) В полученном соотношении приводим все дроби к общему 
знаменателю и мысленно отбрасываем его. Получаем 

x3 — 6х? +11x-6= 

= (2Ах+ B)(x? +4х+3)+(х+2)(Ах? + Вх+С) +^. 

3) В полученном соотношении приравниваем коэффициенты 
при одинаковых степенях буквы х в левой и правой частях: 

х| 1=3A, 
2 — x | -6=10A+2B, ет pa C=37,2=-66. 
x| 11=6A+6B+C, 3 3 

x°| -6=3B+2C+A_ 

Имеем, следовательно, 

2 
иж 4х6] ax => 

33 Ух? +4х+3 

2 
> / (5-4 хнз 4 +4х+3- 

_ 66 п (х+2) + Ve +4х+3]+С. 

2. Рассмотрим интеграл вида: 

> dx 

(x—a)k Vax? +bx+0 
(**) 

где a, a,b,c — постоянные вещественные числа, А — натуральное 

| | dt 
число. Сделаем замену, положив X -O = 7 xe + a, dx = -7 
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2 
океана] «В[рна с 

а 29а » 
= zt—— to 

f f 

(аа? + ba+c)t? +(20a+b)t+a_ 

р 7 
Var? +br+é 

b 
a+—+ba+e= 

~ 2 i ~- 

+ bt+ 
= 7 mf c — Jax? +bx+c =sent- 

f 

k-l t"“dt 
Следовательно, / = -52п Ё. . Видим, что пришли K HH- 

Var + bt+é 
тегралу вида (*) (CM. пункт 1). 

Пример 6. Вычислить 

dx 
[= , 
Г [3х2 +3х+1 

ХЕ |-- у (SS .1Jua + =). 
2 2 

Решение. Делаем замену: 
2 

x-1a2 oxatap dent х2 + 3х1 Otel 
f f р ft? 

Тогда 

I jp—f a i =—sgnt- f=—sent-f; 
52 +51 +1 

=] 

f 5+3) 
—1, CCH ХЕ|-<, -— 9 

| 2 

sent = ‹ _ 
-l, если Xe 4.1} 

| 2 

+1, если хе (1,40). 

Имеем 

2 dt dt = (At + B)V5t? + 5t+1+3f 
50? 

. | 
[= 

ИЕ +5141. 
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1) Дифференцируем по гобе части написанного соотношения. 

5 
72 5 (At + B) [+5 N 

= AV5t +5¢+14+ + . 

V5 +5¢+1 512 45t+1 №512 +5t+1 

2) Приводим все дроби к общему знаменателю и мысленно 
отбрасываем его. Получаем: 

t? = ASP + Sr++ (Att By (5145), 

3) Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях {1 
в левой и правой частях: 

В | 1=10A, 

15 ] 3 1] 
f 0=—A 5B, A=—,B=-—,A’=— 

[0-5 4+58, | >4=10 20°“ = 40 

P| 0=4+58+^ 

Следовательно, 

~ | 3 1] dt 
f =| —1-— W5r? +5¢414— Comes ia! Gon 

Так как 

(=. 
Brea eT, |] 

2 

то получаем: 

(1 г 11 | fe | 
Г=| —#- — ++] | f+— Г+1+-+С, [5 5 № + 5Ё+ +0. n ( => + +5 + 

me =. 
х-| 
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3. Рассмотрим интеграл вида: 

[=] Мх+ № Ах, (*+*) 

(x? +.9)k Vax? +с 
где М, М№, а, а, с — постоянные вещественные числа, КЕ М. Пред- 
ставим интеграл (***) в виде суммы двух интегралов: 

I= M{ хах + NJ dx | 
(x? +9)“ Vax? +e (x? + а) Vax? +с 

=f; (обознач.) =/, (обознач.) 

В интеграле /,; сделаем замену: х? = => хак = 57. Получим: 

Ма 
2 (1+4) Vat +e 

репишем в виде: 

. Это — интеграл типа (1). Интеграл /, пе- 

ax 
I, = NI Г. = 

xh Gea x-sgnxfa+S 
x x 

| ах 
“V2 3 

= NJ = = 
g С 

senx-|1+——] a+— mx (la) rs 
В получившемся выражении для J, делаем замену: 

2% им 
x? x? x? 2 

Будем иметь 

[ СМ gon х| uh аи 
272 (1+ qu)’ Ма+ си‘ 

Это — интеграл типа (I). 

х+2)ах 
Пример 7. Вычислить / = [9+9 

x? V1 — x? 

Решение. Представим заданный интеграл в виде суммы двух 
интегралов: 

’ ХЕ (-1,0) U (0, 1). 
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xdx dx J = [—=— + 2/— = = 1, +21.. 
Е я 
=f, (обознач.) =/, (обознач.) 

В интеграле /, делаем замену: x? =f => xdx = 5. Получим 

_1 dt _ l-f= =-| du _ 

2° rvl—-t | dt=—2udu 1- и? 

, [- М - x? 

1+ \1-х? 

| 1-1+х 
— п = 

I - | at 
В интеграле /, делаем замену: —~=f => x= 7 ax = -=. Получим 

x f 

[, = . 
"ле ar =x las _1 [2—1 

Отметим, что Ге (-с°, —1), если хе (-1, 0), и ГЕ (1, +0), если 
xe (0, 1). Поэтому /, =+vi? -1, знак “+”, если ГЕ (-o, —1) „т.е. 
если x (-1, 0); знак “—”, если ГЕ (1, +®) ‚т.е.если хе (0,1). Име- 

ем, следовательно, 

1-х I, =- v1 = x? хе (-1, 0) Ц (0, 1). 
|x| x 

j=in—U2L__2 1-х? +C,xe (-1,0) Ц (0,1). 
1+1 -х * 

$ 10. Интегрирование 
некоторых трансцендентных функций 

Отметим сразу, что интегралы от трансцендентных функций 
в большинстве случаев в конечном виде не берутся. 

Рассмотрим некоторые частные случаи, когда интегралы от 
трансцендентных функций берутся в конечном виде. 
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I. Пусть имеется интеграл вида: 

| = | f(sin x, cos x)dx, (1) 

roe /— рациональная функция относительно обоих своих аргу- 
ментов. 

>» Покажем, что интегралы типа (1) всегда берутся в конечном 

виде. С этой целью сделаем замену, положив 

2 == Х = arctgt => x =2arctgt= Ах = 2dt 
2 2 1+2. 

x ae 

Заметим, что равенство Ba =f влечет за собой используемое нами 

пх д 
равенство >= = arctg/, строго говоря, лишь тогда, когда —5 < 5 < 5 

(<> -п<х<п). Однако, в силу периодичности функции /(5тх,со05х), 

нам этого вполне достаточно. 
Из тригонометрии известно, что 

x 7x 
2tg= 1-12 = 

sinx = 2—, cosx = -. 

1+5 I+ tg’ > 

21 _- 2? 
Поэтому зшх = —>, с05х = > и, следовательно, будем иметь 

1+7 +f 

l= 1-Р 2 ае = | (ра 
Jf = 1+2 | 14h = JF fs 

где f (г) — рациональная функция аргумента / (ибо рациональная 
функция от рациональных функций представляет собой также 

рациональную функцию). А такой интеграл, как мы знаем, берется 
в конечном виде. 4 

Пример 1. Вычислить | = ==. хе (-п,0) U (0,2). 

_ 2dt 

1+2. 
Решение. Делаем замену: 85 =f => зах = lee , 

+ 

Будем иметь, следовательно, 

12



y= {Gtt)2 4g = [М |tl+cs 
2t(1+t*) | 

=> /=In 85 +С,хЕ (-п,0) U (0,7). 

Решение. Сделаем замену: x =f -5 = cosx=sint, dx =dt. Бу- 

tg [ско [-5. 5] 

х 
Замечание. Подстановка 85 =! универсальна при вычисле- 

дем иметь, следовательно, 

[= at = In 
sint 

+С => /=In t 
85 

нии интегралов типа (Г), но она часто приводит к интегралам OT 
громоздких рациональных дробей. Отметим случаи, когда более 
удобными могут оказаться другие подстановки. 

1) Если функция f(sinx,cosx) такая, что f(sin.x,-Cos x) = 
= —f(sin x, COS x) , то следует делать подстановку: зтх =f. 

2) Если функция f(sinx,cosx) такая, что f(—sinx,cos x) = 
= —f(sin х,созх), то следует делать подстановку: COSX =f. 

3) Если функция f(sinx,cosx) такая, что f(-—sin x,—Ccos x) = 
= f(sin x,cOs x) , то следует делать подстановку: 2х =f. 

Пример 3. Вычислить fsin? xcos? хах, 
2 Решение. Здесь f (sin x,cos x) = sin xcos> х. Имеем 

f (sin x,-cos x) = -$т? х-с0$3 x = —f(sin х,с0$х). 

Поэтому делаем замену: Sinx = { => cosxdx = dt и, следовательно, 

] I sin?x sin? x 
l=(P0-2?)dt=-P -=P +C= _ С. Гар =зе-5Р+ 3 5 

Пример 4. Вычислить / = J- dx хе [5,0] U [с 5 
sin? x-cos* x 2 2 

Решение. Здесь f (sin x,cos x) = ! Имеем 
sin? x-cos* x 
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] 
2 4 J (-sin x,-—cos x) =— 

sin’ x- cos’ x 
= f(sin x,cosx) . 

. Из 
dt 

Поэтому делаем замену: {вх =f =>х =arctgt = dx = 3 
+f 

tg x | 

Jl + tg? x eee i+ te? x 

. | ] 
Значит, зшх = Tat , COSX = ———.. Следовательно, будем иметь: 

1+1 

тригонометрии известно, что: sin Xx = 

1+2 

| 2 2\2 

pap! (+7) и = [(P +241 = P 421-2 4C, 
t?(1+ 17) 

где f=tgx. 

П. Рассмотрим интеграл вида: 

I = [sin" x-cos” хах , (11) 

где И иу — рациональные числа. 

№ Покажем, что интегралы типа (11) берутся в конечном виде 

лишь в следующих двух случаях: 

1) когда хотя бы одно из двух чисел H,VY есть число целое 

и нечетное, 

2) когда сумма И+У чисел И и у есть число целое и четное. 

С этой целью запишем подынтегральное выражение в (II) 

в виде: 

e ] e — — e 

sin" x-cos’ xdx = —sin"7! x- cos’! x-2sin x cos хах = 
2 

i Hol vol 
= 5 (sin’ x) 2 (cos? x) 2 -2sinxcos хах = 

i nol У-1 
= 56" x) 2 (l-sin? x) 2 d(sin? x). 

2 Сделаем замену, положив sin* x = г. Будем иметь тогда: 

Го У 
=> 1? (1-1) 2 dt. 
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Видим, что получили интеграл от биномиального дифференци- 

ала. Здесь в роли т выступает число > ; В роли и — число I; в 

У 
роли р — число >: Мы знаем, что интеграл OT биномиального 

дифференциала берется в конечном виде лишь в следующих трех 
случаях: 

У => 

1. Когда число р — целое <> > 7 целое <> у — целое, не- 

четное. 

т+1 и-] ut] 
2. Когда число — целое = +> +! — целое > > - 

целое <> и — целое, нечетное. 

т+1| +1 у-1| +V 
3. Когда +p — целое e (HS + 5 } = целое МОУ — 

целое <> и+у — целое, четное. 4 

Замечание. Подстановка sin? x = { помогла нам решить прин- 

ципиальный вопрос: когда интеграл типа (II) берется в конеч- 
ном виде. Следует отметить, что этой подстановкой целесообразно 

пользоваться лишь в крайнем случае, когда нет иных путей, так как 
она часто приводит к громоздким выкладкам. 

Пример 5. Вычислить / = [Vsinx -cos’ xdx. 

| 
Решение. Здесь и = 5, У =5 (v— целое, нечетное). Значит, интег- 

pan / берется в конечном виде. Делаем замену: зтх=Е => 

cos xdx = dt . Получаем: 

= [1-2 = f(e? — 219? + Па = 

292 _4 9p, 2 ain +C, 
3 7 11 

где f=sinx.



Глава 7 

ПРИМЕРЫ И ЗАДАЧИ HA ВЫЧИСЛЕНИЕ 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

3Г2 
Задача 1. Вычислить / = pees 2? + dx, ХЕ (0, +). 

4х 

Решение. [ = f(x" — 2х7? + хи) dx = 4x54 — 24 ИИ? + 
5 17 

+4 х + С. 
3 

Задача 2. Вычислить / = [9-х > ох ‚ ХЕ (-0, 0) U (0, + 0). 
aE 

1-3x+3x? = хз 
Решение. [ = | AB dx = 

= f(x” — 3x78 4.3x°B — xP ) dx = 

sx 2 5 8 
= 3х7 — > 27 4258 - - YB 4C=- дих че + 
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4, vad 
Задача 3. Вычислить / - {Xz = +2 dx , ХЕ (-°°, 0) U (0, + ©) 

x 

хз x3 

| 
=In |x| -——+C. 

Ix 4x4 

2 —2 \2 _ 

Решение. 1 = (YE +x") t= [AE ae [рек



x2 
Задача 4. Вычислить / = = > AX , ХЕ (—00, + 00), 

+x? 

2 
Решение. Г = [+ - de = [п-т ar = x-areigr+C. 

1+ x? 1+х 

2+3 
Задача 5. Вычислить / = э 

ХЕ (-®, -NUCI,) Ud, + 00), 

2 —1)+4 4 
Решение. [ = (х ах = |i 1+ dx = 

J x? —| i x? =] 

хэш + С. 
1-х 

М+х? -Л-х2 
М х4 

Задача 6. Вычислить / = | dx, ХЕ (-1, 1). 

Я gy p_ dey 
VI —x? V1 + x? To Л+х | 

= arcsin x + In (x+ 1+х )+С. 

qxtl — 5%! 

Задача 7. Вычислить / = | dx , ХЕ (—ce, +0), 
10* 

Решение. [ = | 

2.2% 1.5% | 

5 -2[5- -X dy = ИЕ dx =2 [5-х [2 *ах = Решение. | = | 

ГЕ. - _ | 7 2 =5]2 *4(-х)-2|5 “4х =. —"2 "5 х+С. 

e>* 

Задача 8. Вычислить / = | 
e* 

7 dx , ХЕ (-°, + 00), 

x x 2х x Решение. | = pe y +1 dx = (© + 1) (е-* -е +) yy = 

ex +] e~ +] 

= {(e** — е + рак = уе?" —е+х+С. 

п
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Задача 9. Вычислить / = fvi ~sin 2xdx , x (-°, + о). 

Решение. [ = [cos x+sin? x —2sinxcosxdx = 

= [(созх —sin x) dx = | (cos x — sin x)sgn (cos x -— sin x)dx = 

= (sin x + COs x) sgn (cos x —sin x) +C. 

Задача 10. Вычислить / = fotg? xdx, x#kn,k =0, +1, +2,.... 

- 2 
cos” х x = [125 x 

sin? x sin? x 
Решение. Г = | dx = 

= [- ax 
- [dx =-—ctgx-x+C. 

sin? x 

Задача 11. Вычислить / = [= xdx ,x #(2k + 05 ‚ К=0, +1, 2, .... 

2 —_ anc2 
Решение. Г = jo * dx = = * dx = 

cos? x cos” x 

=| сх - [dx =tgx-x+C 
cos” x 

Задача 12. Вычислить / = fth? xdx , ХЕ (-о°, +00), 

Решение. [ = | = de x = [dx- | = 
ch* x 

=x-thx+C. 

Задача 13. Вычислить / = feth? xdx , ХЕ (-°, 0) U (0, + ©). 

dx = 
2 2 

ch x ax = [1 х+| 
Решение. [ = 

J sh? x 

=x-cthx+C. 
dx 

= | ах+ 
| Joa x 

Задача 14. Вычислить | = f (2x - 3)" dx ‚ ХЕ (—09, + 00), 

_1 10 _ 1 т Решение. I =>J(2x-3) d(2x — 3) = 55 (2x — 3) +С.



Задача 15. Вычислить / = [¥1—3xdx, ХЕ (-, +0). 

Решение. [ = fa —3x)'Bdx = - Г -зх)Заа -3х) = 

=-Та- 3х4 + С. 
4 

dx 2 
Задача 16. Вычислить | = | ————$, xe | -0, = |. 

Jes ( 5 

Решение. | = [2 — 5х) dx = -=[@ - 5х) 4(2 -5x) = 

=-2(2 ~5x)'? + С. 

2 М -2х+х dx, 

1-х 

ХЕ (-09, DUC, + 00), 

Задача 17. Вычислить | = | 

(1— x)? -3/5 -3/5 Решение. [ = | их ах = fa —х) dx =-[(1 —х) ^а@-х) = 

пис 

Задача 18. Вычислить | = loz ХЕ (—00, +00), 
ат 

x? +5 ° x? (¥] 

] а ] а 
Решение. [ = 5] * | * 

dx 

2-3x? 

ce(-=-E)u(-B. lu) 
Задача 19. Вычислить | = | 
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2 
х+.|= 

Решение. pal Leg ах __v3 In 3l4¢ 
322 (р, 3.22 | [2 

tn hla 
Me al 

Задача 20. Вычислить / = Г г. х«[ В | } 

dx ] ‚ х\3 
Решение. [= — | ——— = —arcsin —+С. BR BB 

3 
dx 

V3x? -2 
Задача 21. Вычислить | = | 

Решение. [ = +f ах 
V3 

= |х 3+ 3x? - 2]+C. 

Задача 22. Вычислить | = [(е* +e*)dx , x (-, +0). 

Решение. [ = -| е*а(-х)- 5 fe*a(-2x) =-е*- 5е +С. 

Задача 23. Вычислить I=] ах Хх 
._2 д 2 2 — sin? [2+3 

ха (4-1, =0, +1, +2, .... 
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| “2+1 | | 

Решение. | = —{ =--——ctg|2x+2 |+С. 
2 . ( у 2 4 

sin 2+ 

Задача 24, Вычислить / = = |“ ,x# (2k +1), k=0, +1, 2, .... 
+ COS X 

45] dx 2 x 
P „ [= = =te—+C. ешение | | 85 + 

2605? 5 № 

Задача 25. Вычислить | = | cos A, x#2kn, k=0, +1, +2,.... 

«(45 
Решение. I = | х x = | > =—ctp~+C. 

2sin? = sin? = 2 
2 2 

Задача 26, Вычислить 1 = | —— x#—2+2kn k=0, 41, 42,0, 

Pewenue. | = | (I~ sin x) = | |—sinx dx = 
(1 —sin x)(1 + sin x) 1—sin? x 

= [Se ay =| dx = + [ESSE a x- | сх С- 

COS” Xx cos? COS” X COS X COS X 

2 

(ssi) cos —sin= 

= x x +C . 24C= 
cos? 5 — $112 5 cos>+ sin 

Пой sin | sin [1-2 

=- 2 = 2 2 +С=- = > +с=-в [4-5 + 
Хх 

[рр 3 COS (1-2 

351 
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‚ ХЕ (-1,1). Задача 27. Вычислить | = \+= 
a 

Решение. I --1jH) ую +C. 

Задача 28. Вычислить / = fx? ./1 + ХЗ dx, ХЕ (—c0, +00). 

Решение. | = =f + x°)'Ba(1+ x’) = «а + хз) +С. 

Задача 29. Вычислить | = a 
3-2х 

2 
Решение. I р ) 1 3-2х?|+С. 

Задача 30. Вычислить / = | xo о ХЕ (—0o, + 00), 
+x“) 

Pewenue. [ = тах -_1. | 5 +C. 
(1+x?)° 2 1+х 

Задача 31. Вычислить / = | * = ‚ ХЕ (—0o, +00), 

2 2 2 
Решение. Г = >| не, = >. parce +С = дагав = +С. 

хЗах 
Задача 32. Вычислить / = =, 

x’ -2 

Е (-==, -$72) U (-¥2, ¥2) U (¥2, +=). 

Решение. Г = т =



in 2% ==! а +o. 

Задача 33. Вычислить | ‚ ХЕ (0, +). ах 

(1+ х)/х 

d(vx) 
1+ (Vx 

Задача 34, Вычислить | = {sin .&, ХЕ (—00, 0) U (0, + ©). 
хх 

Решение. Г = 2| 5 =2arctgV¥x+C. 

Решение. I =-fsin a Jreos +c. 
x |х x 

dx 

xvx?-1 

Рещение. | = = ~—sen x | = 

Задача 35. Вычислить | = | ХЕ (-°, —1) U (1, +0). 

. | 
= — $21 x-arcsin—+C. 

х 

ХЕ (—o, + 00), Задача 36. Вычислить / = Г о , 
x? + 

oa 
Е” 

Решение. [ = | 
| / 

ae 
yr 

XxX 

Задача 37. Вычислить | = IG a ‚ ХЕ (—oo, —1) U (1, + ©). 

Решение. [ = >| d(x’ [о = те 
(x? -1)¥ x? =] 
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Задача 38. Вычислить | = Г Tone’ 
xo + 

3 
Решение. | se | 4(8х_ +27) _ | 

242 (8х3 +27) 8 
(8х3 +27) +С. 

Задача 39. Вычислить / = | ХЕ (-<°, —1) Ц (0, + ©). 
dx 

Jx(1+x) 

dx =| _ 

Хх? +х | 1% | ОЕ 
[5+5] +х 

Решение. | = | 

= п +С. 

Задача 40. Вычислить / = | xe (0,1). 
dx 

ха — x) 

= arcsin +С =arcsin (2x-1)+C. 

2 

Задача 41. Вычислить / = [xe dx ‚ XE (-°, +00), 

| -x? 2 | -x? Решение. | =-5]е d(-x )=-5е +С.



Задача 42. Вычислить / = Fs dx 
+e 

‚ ХЕ (—00, +00), 

d(e* +2) 
Решение. [ = [= = 1 (е*+2)+С. 

Задача 43. Вычислить | = | > dx —, ХЕ (—oo, + 00), 
е 

Решение. [ = Ja . 
cx 

; =arctge* +С. 
d(e* 

Se = ja 
+ 1 +(e*) 

dx 
Задача 44. Вычислить | ‚ ХЕ (-°, + 00), 

V1+e2% 

-x 
Решение. I = | 4(е__) 

=—In (= Ve +1]+С. 

In? x 
Задача 45. Вычислить | = j= dx, ХЕ (0, +). 

Решение. [ = fin? xd(In x) = Ly x+C. 

dx 

xInx-In (In x) 
Задача 46. Вычислить / = | 

d\n (In х) _ 

In (In x) 
Решение. I = | In fin (Inx)]+C. 

sin x 

cos? x 
Задача 47, Вычислить | = | 5 

Решение. | =-| d cos x = 2 СЕР ЬС. 
(созх)/? (cos x)! cos x 

ме _e 
е^Л+е?* ° Л +(е-х)? (e*)? +1 

Хх, ХЕ [- + 2kr, x + 2х 

‚ ХЕ (I, e) U (е, +0). 

} 
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Задача 48. Вычислить I = [tg хах, x # (2k + 05 К=0, +1, +2... 

dx =-| ——— =-In |cosx|+C. 

sinx+COSxX 
Задача 49. Вычислить [= | dx , xetekn, 

sin x — cos.x 

k=0, +1, +2,.... 

Рещение. [ = | d(sin x = cos) = = (sin xX — COS xy +С. 
sin x — cos x 

sin xcos xdx 
Задача 50. Вычислить | = ‚ ХЕ (-0°, + 00), 

Va’ sin? x + b? cos? x 

а? #b*,a#0,b6#0. 

4(а? sin? x + b* cos” x 
Pewenue. Г = | ( ) = 

2(а? —b?)° (а? sin? x +b? cos? x)'/2 — 

= a? sin? x +.B? cos? х+С. 
a“ —b 

sin x у 7 
Задача 51. Вычислить / = | Ох, хЕ|--+кл, —+kr |, 

or ( 4 4 
k=0, +1, +2,.... 

Решение. [ = sin хах = — 4 cos x = 

V2cos? x —1 V2cos? x -1 

| f dcos x | i >. Ils 
=-—- = ——=—In |cosx+,/cos* х-—+С = 

v2 feos? x -2 v2 2 

р |2 -cos x + Vcos 2x| +С. 
№12 

COS X 

Vcos 2x 
Задача 52. Вычислить | = | dx, ХЕ [нех 1+ | 

К =0, +1, +2,.... 
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d(V2 -Si Решение. | = ji _ 1 (/2 sin x) _ 

| =2sints 9 (sina) 
= атом (V2 -sin x) +С. 

sh xdx 
lch2x » ХЕ (- o°, + 00). 

=| dchx 

2 х+ $12 x М2 сн? x- 

| d(V2-ch x) 

2 \(v2-chx) -1 

Задача 53. Вычислить / = |-> 

Ам |2 -chx+Vch2x|+C. 
2 

‚ ХЕ (-5, +00), Задача 54. Вычислить [= J- dx ; 
sin? x +2cos? x 

dx _ d(tg x) 
Решение. | =, |——— >= 

cos’ x(tg* x + 2) (tg x)? +(V2) 

= ага Gal C. 

Sadana 55. Вычислить / = j=. ХЕ (—09, 0) Ц (0, + 0). 
sh x 

2dx -2f e*dx -2] d(e*) 
-х — ex _ 1 — (e*)? _ | 

Рещение. [= Ja 
_е 

|| е 
=2-—In 

2 ev + 

Задана 56. Вычислить / = j=, ХЕ (—00, +00), 
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2dx = 2f e*dx = 2f d(e*) 
Решение. | = | : oa ery ме = 

ex +e* 

=2arctg (e*)+C. 

shx-chx 
Задача 57. Вычислить | = 

Vsh4 x+ch* x 

dx , ХЕ (—00, +00), 

Pewenue. Имеем: sh* x + ch‘ x = (sh? x +ch? x)? — 2sh? x-ch? x = 

= ch?(2x) - 8122) = ch2(2x) - = (ch?(2x) -1) = 5 (ево +1); 

d(ch 2x) = d(ch? x + sh? x) = 4shx-ch xdx. 

Поэтому 

р 12 dch(2x)_ _ 1 ¢_d(ch2x) _ 
4° св? (2х) +1 22° (ch 2x)? +1 

| 2 = — [св 2х + (ch 2x)* +1]+С. 
2/2 ( vich2x) | 

Задача 58. Вычислить / = dex ‚ ХЕ (—c0, 0) U (0, +). 
ch? х. 2х 

Решение. I = | (thx) Pad(th x) = 3(th x)? +C =З5/Нх+С. 

arctg x 

14x? 
Задача 59. Вычислить / = | dx , ХЕ (—00, + 00), 

Pewenue. [ = farctg x -d(arctg x) = 5 (aretg xy +C. 

dx 
Задача 60. Вычислить / = 

(arcsin x)” V1 =x? 
‚ xe (-1,0) U (0, I). 

Решение. I = j Haresin х) _ | 

| (агсзт х)? — агсзтх 

In (х+ 1+х ) 
Задача 61. Вычислить | = i dx , ХЕ [0, + 0). 

1+х2 
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Решение. Имеем d In (x + 1+х ee eee = 
x+V1+x +X 

Поэтому 1 = | (м (x + l+x "ain (x + l+x )= 
_ a 

4x?" 

== (и carey” =+С. 

= ХЕ (—00, + оо). 

urd (ese 4 a{x-— | 
2 

2+ [> + [5-х +2 

x x x 

Задача 62. Вычислить | = 1 

Рещение. | = | 

| *7% | х =I = —arctg —— + C, = ——arctg—— + C,, mia x > 0; Я 5 р 1 J2 Б хр | 

j= —arctg ~—_- x" lic am x<0. 
J2 хр ^^ 

В силу непрерывности первообразной в точке х = 0, должно 
быть: 

| л 
lim / = lim / —--+C, = 7+C C, = + С. 
хо хо > НАЯ 2 = 2 2 > at 2. 

Следовательно, обозначив C, через С, получаем: 

] x-1 on 
— arctg —— + —+C, x>0; 
РР 2 

х | x? -] 
[= dx={ —=arctg——+C, x <0; 

J х + 2 5 х\/2 
к 
—+C, х=0 

| 2/2 
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Задача 63. Вычислить | = —_— A ee ХЕ € (—0c0, + оо). 
+ 

(is) ef (+5) | 

(+3) 

| 

[1-3] Pewenue. | = | x 5 dx = 

(+ 
x 

| Хх Jv? in © -х 2+1] 
= —=In |1 = +С = 

2/2 (41), р пра чхВ +. 

\ / 

4 

Задача 64. Вычислить Г ы dex 
x 

apr Хе -ВУСЬ +=). 

d(x> +1) 

+1) 
Решение. I 5 а +1) 4d(x° + 1) = 

| | 
—. +С 
15 (x9 +1) 

xl dx 
I + х"+2 ) 

Решение. 1)lyctb п # —2 (любое). В этом случае имеем: 

| =f jae +) _ 
Wey a! M(x +) 7 

= in (x тень 

Задача 65. Вычислить / = | ХЕ (0, +) ,m— любое. 

2) Пусть п=-2. В этом случае / = =| В = |x] +С, 

ХЕ (-°о, 0) U (0, + ©). 

Задача 66. Вычислить / = IF 5 In LX ox, ХЕ (-1,1). 
—х 1-х 
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Решение. Имеем d Int = 2 dx => ах Таш Х Сле- 
-х 1-х? 1-х 2 1-х 

довательно, 

1 => [п 1+х dln 1+х l,l 

_х 1-х 4 1-х 
+С. 

COSX 

Toacostx 4 

Решение. | = cos xdx _ d(J2 2 sin x) _ 

¥3-2sin? x wT. (JZsin x)’ 

- 1 aresin [| С. 

Задача 67. Вычислить |—— ‚ ХЕ (-°, +00), 

ИХ B 
sin x-cosx 

sin’ x + cos? x 
Задача 68. Вычислить / = | dx , ХЕ (-0°, + ©). 

sin X -COS X dx = [вх вх _ 
Решение. [ = 

J cos" x(tg? x + |) tg’ х+1 

-1| d(tg? x) _ | 2 —arctg (tg* x) + С. 
2-(tg2x)°+1 2 в (вх) 

2%. = Задача 69. Вычислить | = Ie — dx, ХЕ (-2,0) U0, + =). 

2)" ax 
Решение. | ={— 3 = | 2.3 4х = | (3) = 

ee) Gr) 
== J (3) lin с 

Ing -(@y} 213 1+ (2) 

| 3* —2* = | 
2(In 2 — In 3) " 3* + 2* 
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xdx 

/а+х2) + (422) 

с) 
Решение. [ = — = 

Tes Tas 1+ x? Wee 

- (++) 4+) 2 ++ +c. 

Задача 71. Вычислить | = |ха — x) dx ‚ ХЕ (—00, + 00), 

Задача 70. Вычислить / = ‚ ХЕ (-5, + 0). 

Решение. I = |1-(1-х)]-(1-х)®ах = 

= (1-х) бах - | а-хи а =-[а-х)баа-х)+ [а-х\аа-х)= 

= 2 d= x)" 46. 

Задача 72. Вычислить / = Г dx, ХЕ (-о, 1) U (1, + ©). 0 

Решение. Разложим функцию f(x) = x? по степеням (х-1). 

f(x) = поло +1 = 

=1+2(x-1)+(x-1). 
Теперь будем иметь: 

(1 — х)* — 

_ dx ax 
Г х)0 Iq ~ x)” +] 

= - [1-х а -х)+ 2[ (1-х) аа-х)-[(-х)аа-х)= 

99 “(l _ x)? ~ 49 (1 _ x) 97 (1 _ x)? 

Задача 73. Вычислить | =] a = xe [1, +0). 
x+l+vVx- 

vx+1—-Vx-1 dx = 5 = Решение. | = | 
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- [+ ах +1) - f(x-)'7d(x-1)] = 

_1 3/2 _ (13/2 =5 [+1 (х- 1)? |+ С. 

Задача 74. Вычислить | = [xv2-5xdx ‚ ХЕ |-- 2|. 

Решение. Представим х в виде: х = Ё —5x)- (5 }+ 2}. Будем 

иметь 

[= = [2-54 - f2 - 5x)? dx = 

21 1 | =-5 +5 JQ2- 5x)" d(2 -5x) + ‘5/2 — 5x)? 4(2 -5x) = 

_(2-5x)? 
375 (8+30x)+C. 4 32, 2 5/2 75 (2 —5x)" + 135 (2-—Sx)"" +C 

Задача 75. Вычислить / = ее ‚ ХЕ |-- 5 U & + | 
— X 

Решение. Представим x в виде: x = - [(1-3х)-1]. Тогда 

2 I 2 

J =-3J(1-3x)3 dx +3 [43% 4х = 2 [@-3%) 34-35 - 

2 5 | 2 
3 ~<( —3x)3 +С = 

I 

-5 [@-3х) 3d(1-3x) = ail —3x) 

_ 3х)23 
_ = (1+2х)+С. 

Задача 76. Вычислить | = [x V+ x? dx, ХЕ (-о°, +00), 

Решение. [ = > | х? (1+ x? 3 d( x?) _ 

_ al +x?) -1] (1+. x7)Pa(l + x2) = 
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_ [fa + x?) 4 (1 + x’) - [4 + х2) Bal + х?) | = 

94 

13 
57 +х 

1 a + х? 43 +С = (1+х2)3 Fa +x)-3]+¢ = 
2 4 

2\4/3 
= (12x? —9)+C. 

Задача 77. Вычислить | = | 3 хах ‚ ХЕ (-°, + 00), 
x4 +3х2 +2’ 

4[х? +3 х2+3]-1 
Решение. | = +{ ( 3) 1, 2) 2 С= 

2 (x? +3) _1 2 (x? +3)+4 
2) 4 27 2 

1, х2+1 
=—] +C, 

2 х2+2 

Ах 
Задача 78. Вычислить / = | ; ; ‚ ХЕ (—00, + 00), 

(x* + 1)(x* +2). 

Pewenue = - Следовательно (+1002 +2) х2+1 х2 +2 А 

dx dx 
[= — | ——— = arctge x - —arct 
J ver 7 в +С 

dx 

2-2) (х? +3)’ 

хе (-°°, - 2) U (-V2,¥2) U (V2, +). 

Задача 79. Вычислить | Ox 

Pewenue : = 1 - Следовательно 
" (x? —2)(x2 +3) Shx?-2 х?+3] в 

и |2] _ 
“a +. В 

arctg —= Ft



ax 

(х+а)?(х+5)? 

определенности a>b. Тогда хе (-°, —a) Ц (-а, —b) U C4, + ®).) 

Задача 80. Вычислить | = | (а=Ъ). (Пусть для 

о 
Решение. (х+ а)? (х+ 5) (6-а)? tc +a)’ ы (x +b) | у 

2 | | | | 
+ _ . Следовательно, / =- + 
(b-aP\x+b х+а (6-а) | х+Ь 

+ }: 2 x | x+6 +С. 
х+а)] (b-a) х+а 

dx Задача 81. Вычислить | = | ‚ ХЕ (-°, +00) 
(х?+а?)(х? +6?) 

(a* #6). 

] | | ] 
Решение. Ga Dx +5) = pg (= - _ 2 ap } Следо- 

вательно, 

| dx dx [= _ = 
яя Я) 

| | | х х 
= ———~| —arctg— —-—arctg— |+С. zal 2 rctg— par 8] 

Задача 82. Вычислить / = [$т? xdx, хе (-°°, +0). 

Решение. [ = + [(1-cos2x)dx = x-4sin2x +С = 
2 2 2 

= 2 sin 2x+C. 

Задача 53. Вычислить | = [ cos’ xdx , ХЕ (-°°, +0). 

| | 1. 
Решение. | = aie + COS 2x) dx = [+9 2х + С = 

= +дят2х+ С. 
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Задача 84. Вычислить | = [sin 3x-sinSxdx, ХЕ (-о°, +). 

Решение. Из тригонометрии известно, что 

яп о - зтВ = 5 [cos (a—B)-cos(a+B)}] > 

= sin3x-sin5x = (cos 2x —cos 8x). 

Следовательно, 

[= 5 [[соз2хах [соз8хах | = (55 2х - вх} C= 

asin 2х -—sin 8x +C. 

Задача 85. Вычислить | = Joos. cos= dx, ХЕ (-°°, + 00), 

Решение. Из тригонометрии известно, что 

cosa -cosp = 5 [eos (a -B)+cos (a+f)] => cos= cos = 

Следовательно, 

[= 5 J cos ds + > feos? xdx = 

] ох 6. 5x ох 3. 5x 
= 5[ sing чо | C= sin + 3sin +c. 

Задача 86. Вычислить / = [sin (2x -§ Jeo (3x +35, 

ХЕ (—00, + 00), 

Решение. Из тригонометрии известно, что 

sin o-cosB = [п (a—B)+sin (a+B)] > 

= sin [2—§ Joos (s+ F)=3] sin [sx +55 }-sin [+=



] 51 ] у 
С — — —» — ыыы — e ледовательно, / 5 Cos [= + 9 т Cos (sx + 12 }| С 

Задача 87. Вычислить / = fsin? xdx , ХЕ (—09, + 00). 

Решение. Г = fsin? x-sinxdx = - | (1- cos? x)d cos x = 

cos? Xx 
=—COsx+ +C, 

Задача 96. Вычислить | = [соз" хаХ , ХЕ (-°, +00). 

2 
1+ 0$ 2х 1 1+cos4x 

e = = 
= Pewenue. | i 5 dx 4 if +2cos2x + 5 |e 

= «5 2cos2x + coeds | = Sx+osin 2x+—osin 4х+С. 

Задача 89, Вычислить J = ftg? xdx, x#(2k + 05 ‚ К=0, +1, =2, ... 

- 3 - 2 el _ 2 
sin Xx = [8 х Sn ax = [© с05°) 4 (со5х) _ 

cos’ x cos? x cos’ x 

_ pos , ;AeOSx _ 1 | 

созх ° с05х 2 cos?x 

Решение. | = | 

+ п [с0$х|+С. 

cos? x 

их 
Задача 90. Вычислить | = | dx, хя кп, К=0, +1, £2,... 

Решение. [ = | 
cos? х.с05 хах _ [< -sin? x)dsinx _ 

sin x sin x 

sin? x 
= In |sin x|- + С. 

dx 

sin? x-cos* x 

TU 
k= 

Хх = 2 Задача 91. Вычислить / = | k =0, +1, +2,.... 

хх | dx +f dx _ 
Решение. | = | — 5 

sin“ x - Cos” x cos? x ° sin? x 

=tgx—ctgx+C. 
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Задача 92. Вычислить / = J- dx , x#k> k= 0, +1, £2 ees 
sin? x-cos.x 

dx dsinx 

OSx * sin- x 

sin _X + cos! x 
Решение. Г = | 

sin? х.с05х 

х т | 
=In |tg |] —+— |-——-+C 

5 Е 4 sin x 

dx || _ 
Задача 93. Вычислить | = | - —, x#k—,k=0,21, +2.... 

Sill xX-COS” X 2 

2 2 Решение. | =; ae x x = [1х , | | 4х __ _ 

sin xX - COS cos’ x sin xcosx 

| ——— + |tgx|+C. 
_ —j Hoos) , joer 1 

cos? x sin2x 2 cos?x 

Задача 94. Вычислить | = j— ‚х* (2+ = A=0, 1, £2... 
cos” x 

+2 2 | 
Решение. [ = \F х —_ ~ dx = |= xd(tg x) +f ах = 

cos’ x cos” x 

= 3 te x+tgx+C. 

ХЕ (—09, + 09), Задача 95. Вычислить / = J; => 
+е 

d(l+e*) _ 

1+е* 
Решение. [ = [< oe dx = fax -| 

+е 

—In(1+e*)+C. 

2 
Задача 96. Вычислить | = pon dx, ХЕ (-°°, +0). 

l+e? 

2x x x 
Pewenue. j= i+? )42¢ dx = [dx +2/ d(e ) = 

1+e* 1+(e*) 

=x+2arctge* +C. 
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Задача 97. Вычислить | = [58° xdx , ХЕ (—00, +00). 

Решение. [ = С: 2х —1)ах = ash 2x - 5 +С. 

Задача 95. Вычислить / = fch? xdx , ХЕ (-°, +00). 

Pewenue. [ = [св 2х +1)dx = doh 2х+^+С. 
2 4 2 

Задача 99. Вычислить | = fish x-sh2xdx , x © (—00, +0). 

Решение. | = 2{sh* x-ch xdx = 2[sh? x-d(sh x) = ssh’ x+C. 

Задача 100. Вычислить | = [chx-ch 3xdx , ХЕ (—c0, +00), 

Pewenue. Известно, что 

cha-chB=—[eh (a-B)+ch (a +B)] = 

> chx-ch3x = 5 (ch 2x +ch 4x). 

Следовательно, / =5 [с 2x +ch4x)dx = 198 2х+ ЗА Ах+С. 

ах 

x-ch 
Задача 101. Вычислить | = | = 5—› ХЕ (-<°, 0) (0, +=). 

$ х 

ch? x —sh? x dx dx 

Решение. 1 = J sh? x-ch? x ах = Jae “S53 x 

=—cthx-thx+C. 

Задача 102. Вычислить / = [x Л —хаХ, xe (-=, +0). 

Решение. Делаем подстановку: 1-х =? = ах = -З2 4. А тогда 

[= (1-2) -t-(3P)dt =-3f 0-29 +8) 4 = 

4 

= -3 5-5 ori |< - - - х)43(9+12х+14х2)+С.



Задача 103. Вычислить J = [ха — 5x?! 4х, хе (—c0, + 0). 

Решение. Подстановка: (1- 5х?) =f = х? = 50 —t); хах = = dt. 

| 
Получаем: / = [х2(1- 5х2) 0 хах = -— [(l-a f° dt = y [х@-5х ‘хх =-= J(l-) 

РР с маи) +С= 
50112 11 sea 

_ ey 2h 
_f и (+5552) + С. 

х?ах 
Задача 104. Вычислить / = l= ‚ ХЕ (00, 2). 

Решение. Подстановка: 2—x =f? = x =2-17, dx =—-2tdt . Полу- 
чаем: 

(2- р tdt _ = 2 y -2 (4-42 + f)at = 

=-2 ws me === х- (32+8х+3х2)+С. 

Задача 105. Вычислить / = fr ~5x°)*Bdx ‚ XE (-=, + 00), 

Решение. Подстановка: 2-5х3 =P => -15х2ах =ЗРа = 

de =P xd А тогда хо = сх Р.Р. хи = 

| 4 ] 4 | =— {dt = —2)t dt = —((r? -21*)dt = srl ori )t'dt , Следовательно, | 5 1-2 

1(f 2. (2— 5х3) 3 
= —| ———/ С=- 6+ 25 С. 
(5 5 | 1000 FX + 

sin x - cos? x 
2 

dx , ХЕ (—oo, +00), 
1+ cos’ x 

Задача 106. Вычислить | = | 
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cos? x - d(cos x) Ва 
[ — = 

1+cos? x = [cosx = |= Poe 
Рещение. [ = -| 

=-||1- 1 ут +Г)+С = 
t+] 2 

=~ Loos? x +5 1In (1+ cos? x) +C. 

Задача 107. Вычислить | = j= n’ x 4х, х = (2+ 25 ‚к = 0, +1, 

+2.... 

2 | ax 
Решение. Г = [в х. = — = 8 x(1 + tg? x)d(tg x) = 

cos’? x cos” 

= { (tg? x + tg! x)d(tg.x) = Les +5827 +С. 

х/+шх› 

dx 
Решение. Подстановка 1 + шх =f? => = 21%, Inx =f? -1. Сле- 

Задача 108. Вычислить |S In xdx к [2 + =| 

(1? - — 2 г 2/2 довательно, | =2| dt = 2{(t? -1)dt =2 [5 -1]ro= Fu _ 

ета не 

Задача 109. Вычислить / = | =e с, ХЕ (—00, + со). 
el’ +e 

Решение. Подстановка: е^!? =¢ => >= Int; х=2 ЕР; ах = ae 

Следовательно, / = 2|——- 
a. =a НЕ ТН 

-2[-- ми +) |+ се —x+2In(e* +1)+С. 
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Задача 110. Вычислить | = | ax » ХЕ (—00, + 00). 
М +e* 

Решение. Подстановка: 1 + e* = {2 ; e*dx = 2141 => dx = 21 а. 

Следовательно, | = 2|— 
| t- ——=2 = In |——]+ 

ar > Ja bes 

М +ех -1 

Vite* +1 

+Celn 1+ -1 |_ 

(Vise +1) 
=In 

=x-2In (Vise +1) +0. 

Задача 111. Вычислить | = jarcte x a ХЕ (0, + 0). 
vx l4+x’ 

Pewenue. Подстановка Vx = => dt = Е = dx = 21а! . Сле- 
x 

довательно, /= ae dt = 2farctgr. .d(arctg г) = (arctgt)? +C = 

2 
= (arctg Vx ) +С 

Задача 112. Вычислить / = Г am ‚ ХЕ (-1, 1). 

Решение. Подстановка: x =sint, te |->. >} dx = со$ 1; 

1 = {Stat = | С С.С. 
cos? # cos? f cos f Л х2 

2 
Задача 113. Вычислить | = | хх 

Ух? -2° кв (-=, В) U(2, +=) 
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2 
Pewenue. [ = О = [№х? —2dx + 2] 4Х Известна 

Хх => Vx? 2 Vx? —2 
формула: 

2 ; 

[vx ах = SAx" — а? -5- м e+ vx? -a°|+C, , 

Значит, [vx —2ах = = vx" —-2-In |х+ Vx? _ 2] + C,. Имеем, далее, 

dx 2| =2In [x + vx? -2| +». в 
x? -2 

Следовательно, / = 5х —2+I1n Lx + Vx? -2] +С. 

Задача 114. Вычислить / = [м — х? dx, xe [-1 1. 

2 
Решение. Известна формула: fva? — хх = 54? —х? + > arcsin = +С. 

Значит, [м ~x? dx'= 5% —х? + saresin x +C. 

Задача 115. Вычислить / = | dx 
(x? +42)?’ Fe oy Fe), 

Решение. Подстановка x =atgt, te =, т | = dx = ас! 5 
2 cos* { 

dt 
[=a 

pow р. а? (1 + te? 2)? 

3 
f 

= [595 dt =  [costat = 
а? ’ cos’ { 

x 

=tsint+C=4 gi +cat Ч +С= 
а а“ +1221 а x? 

l+— 
a 

= С 
a” Nx? +a 
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Задача 116. Вычислить | = jo ~ dx (а>0), xe (-a, а). 

atx dx xdx 
Решение. [ = | ————- dx = a| + | — = 

2_ 2 
= aaresin~—~{ ae x) = aarcsin=— Va? -х?+С. 

2° (a? — x?) a 

Задача 117. Вычислить / = jx) = ax (а>0), xe (0, 2a). 

Решение. Подстановка: x = 2asin*t, te (0 5) = dx=4asin tcos td; 

J2a sint 

J2a cost 
[= [2asin?’ г. -4asintcosfdt = 8a’ | sin’ 1 = 

2 
= sari =e dt = 20° ff —2cos2¢+ |+ 7 |e = 

= 3q7t — 2а? sin 2r +42? 51141+С = 

= 3a’ arcsin {= _& ==) Jx(2a-—x)+C, 

Задача 118. Вычислить | = Ie о xD (a<b), ХЕ (a,b). 

2 
Решение. [ = | dx ‚ Подстановка: 4 = 7? = x = 24 +a. 

ГЕИ: b-x 1+1 
b-x 

dx = га! dt: b-x= 2-4 . Следовательно, 
(17 +1) +i 

2 
| = 2] Om ays +0) dt = 2 a = Jarctgt+C = 

(#7 +1)*(b-a)t t+] 

= 2arctg J~—* +C. 
b-x 
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Задача 119. Вычислить | = ИЕ ——* dx (а>0), 

ХЕ (-%, до + 00), 

Решение. [ = ах = 
ee —а? а-я I 

iar -a’) а =x? —а? -aln ее 
Vx? а? 

Задача 120. Вычислить / = ae + а? dx, ХЕ (-°, +0). 

Рещение. Положим: 

2 2 хах 
и=\х“ +4 => du=——, 

Vx? +а? 
dv = ах => У=Х. 

2 
Тогда / = х/х? +a? — ЕСИ рез _ (x* +a") а dx = 

ls J Vx? +a? 

dx = xx? +a? -1 +a? (2 => 
TF 

=> 21 =xVx2 + а? +а2 т ку ча? |= 

xe 

2 
Хх | а 

= fas х? + а? + п Ix а +С. 

2 
Задача 121. Вычислить / = ^^ а, ХЕ (-о°, + 0), 

Ve + а? 

a" dk = [vx +a 
Vx? + а? 

= используя результат задачи 120, находим: 

4 

x a’ 
7. =5х + а? +>In e+ vx? на? | - а? In x + Vx? ча? |+С = 

2 x a 
= Ух? +a -> м e+ Vx? ча? |+С. 

Ге +a*)- 
Решение. [= 2 dx -a > Wz 
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Задача 122. Вычислить / = fin xdx, xe (0, +). 
Решение. Положим: 

Тогда / =хшх- fx =хшх-х+С = x(Inx-1+C. 

Задача 123. Вычислить / = [х" Inxdx (пя-1), хе (0, +=). 

n+l dx 
Решение. Положим и=шх => du =—; dv=x"dx > v= 

x +1. 

Тогда 

n+l n+l n+l 

1 =>—Inx-——[ x"dx = ~—Inx- 
n+l n+l n+] (n+1)? 

Inx 
Задача 124. Вычислить | = “(> } dx, ХЕ (0, +0). 

Решение. Положим: u=In?x => du= 2Inx; dy = & => 
x 

>y=—1 Torna 
x 

- - 

и=шШх => du, = 4% 
mx x 

ax = = 

dy _& -_1 
[ох ох. 

2 2 
-_№ та [- "и и ge Ste, 

x x x x x x 

Задача 125. Вычислить | = [vx- In? xdx, ХЕ (0, +). 

dx 
Решение. Положим u=In?x => du =2тх.—; ау =х-ах > 

y= 2x"? Torna 
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| ах | 
2 4 u=Inx => du=— 

Pax In? x — = Ух - In xdx = * |= 
aM = Vx -dx — И = ix"? 

= 

_2 32,2, 4(2 32, . 2 _ =3% In’ x (3 Inx 5 | Vxdx = 

= 5x0 In? x- 5x хх +С = 2 Sp Gi x-ginx+5 |+C 

Задача 126. Вычислить / = | xe*dx , хе (-~, + ©). 

= —xe* + [е* Ах = 
и=х = Ци = dx, 

Решение. [ = 
dvy=e “dx => у=-е® 

=—xe* -e*+C=-e*(x+I1)+C. 

Задача 127. Вычислить | = [х’е“ах, ХЕ (-о°, +00), 

и=х = du=2xdx, 
Решение. [ = » Г. |= 

dy=e“**dx = у=-5е 

x? 2 2 =- Se Хх + [xen хх = = 

Задача 128. Вычислить | = | хЗе-х dx ‚ ХЕ (-°, +00). 
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Те, - 
Решение. Подстановка: x? = => xdx = a. Получаем: / = 5] ‘dt. 

Используем результат решения задачи 126: / =-5.е' +1 +С. 

Следовательно, / = г" (x2 +1)+С. 

Задача 129. Вычислить | = | xcos хах ‚ ХЕ (—co, +). 

Решение. [ = | их > du = и 
dy=cosxdx => y=sinx 

= xsin x - [sin xdx = xsinx+cosx+C. 

Задача 130. Вычислить | = fx sin 2xdx , ХЕ (-°, + ©). 

| u=x?, du = 2хах; ] 
Решение. Г = ] = 

dv=sin2xdx, v= 7 Cos 2х 

2 Г Ш =х => du, = dx | 
х 

=——cos2x + | xcos2xdx = = 2 J dy, =cos2xdx => vy, = Ssin 2x 

= —*cosx+2sin2x— [sin 2xde = 
2 2 2 

2 
= -5-60$2х+ Ssin 2х+-.052х+С. 

Задача 131. Вычислить I = | x? ch3xdx ‚ ХЕ (-c, +0). 

Г и=х => du= 3x2 dx | 
Решение. [ = 1 = 

dv=ch3xdx => v= zon 3x 

хз | uy = х? => аи = 2xdx, 
= —sh3x - |x? sh3xdx = = 

3 dy, =sh3xdx => у = xch3x 
= at 
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3 2 
х х 2 

= “zsh 3x-—ch 3x+5Jxch 3xdx = 

3 2 
x x 2[х | => sh3x —-——ch3x +2] —sh3x——ch 378 x 7° «+3 (Fs x 5° 3х | +С 

Задача 132. Вычислить / = farctg xdx , ХЕ (—09, +0), 

‘a 

u=arctgx => du= dx а 
Решение. [ = 1+х2 |= xarctg x - | * ~ = 

— _ 1+х | dv=dx = УЕХ 

= xarctg x — Tale +x") = xarctgx—-Lin (1+х2)+С. 
27 14x? 2 

Задача 133. Вычислить | = farcsin xdx, ХЕ (-1,1). 

р =arcsinx => du= dx 
Решение. Г = Vi-x |= 

dv=dx > у=х | 

. 1 аа-х *) _ 
= xarcsin x — = Xarcsinx+— J+ caer = aI pa = 

= xarcsinx +V1l—x? +C. 

Задача 134, Вычислить / = | x’ arccos xdx, хе (-1, 1). 

Г dx | 
u=arccosx => du=- ) 

1-x? Решение. Г = = 
х3 

dy = 2dx => v=— 

. 3 J 

_ © arecosx + 1 ха = 
3 3 М-х? 

подстановка: 1-х? =r? >] хз (1-12) (-Ваи 
= , , = —arccos x + — | = 
> х? =|-Ё, xdx =-tdt 3 3 
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3 3 3 
_ = arecos x + [ис = ~arccosx + vi ~x*(-2-x*)+C= 

WwW
 

| 
—
 

x? x? 
= 3B arecos х- +2 fie +С. 

Задача 135. Вычислить / = j= aresinx dx, хЕ (-1, 0) Ц (0,1). 

р =arcsinx => du= dx | 2 9 

Pewenue. | = Ух’ |= 
dx 1 

Я=— > у=-— 
L x x 

arcsin x dx 
+| 

x xvi —x? 
+ ‘ad 

| 
подстановка: х = ; = 

_ _ —arcsin x f dt  _ = 2, |= --] === 

= dx = -F; 1-3? = * vir — 1 

| [2 __aresinx |, у =i ica atesinx | [1+ [-х | С 

х x | x | 

Задача 136. Вычислить fin (x+vi +x?) dx ‚ ХЕ (—00, + 00), 

= (x +1427] > du= dx 
х2 +1 |= Решение. Г = 

dy =ах > 

= xIn (х+ Vi+ x7} - | =n (x+Vi+x7)-1 jae +d - 

x? +1 

= xIn (x+Vi+x?)-vx? +1+С. 

х +] 

1+х Задача 137. Вычислить / =] хп: ax, xe (-1, 1). 
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= Init => du= dx 
1-х — x? 

Решение. [ = = 
х2 

ду = хах => у = — 
| 2 1 

x? 14x хх x? l+x  -(x?-1)41 = —In——- | =o] | а 
1-х 71-х 2 1-х 1-х? 

р Их, exe 
2 1-х 1-х 2 -х 2 1-х 

2 " 1-х 

Задача 138. Вычислить / = faretg Vxdx, хе [0, +). 

| | | | 
= arct du = 4 u=arctgv¥x => du x ara 

Рещение. [= 

dy = ах => у=х 

= xarctg Vx -4 [ax = 
2°1+x 

. 2 2 подстановка: x = > | 
= ‚|= xarctevx -| 5 dt = 

=>dx=2tdt,l+x=1+t 1+7 

2 _ 
= xarctg Vx [© 5 > dt = xarctg Vx — (1—агсе 1) + С = 

“+ 

= xarctg /x — ИХ +arctg /x +С =(x+I)arctg Vx = /х+С. 

Задача 139. Вычислить / = fsin x -In (tg x)dx, xe Ge kn+ >} 

К =0, +1, +2,.... 

| ах | 
и = (1х) => du= 

Решение. [ = (8х) sin xcosx | = 

| dv = sin хах > v=-Cosx | 

+С. =-с05х-п (gx) + J =—cosx- In (tgx)+In 85 
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Задача 140. Вычислить / = [хе* dx ‚ ХЕ (-°, +00), 

= 

подстановка: хз =f =| | 
_ СТР Ш 

Решение. [ = aye dt =5 | te'dt = 

3 ol 

-| и= = ae ly t 1 3703 = —(16е — С=- —| С. 

ду =е' 1 => у=е 3 le et 3° Gr D+ 

Задача 141. Вычислить | = [ x(arctg x)’ dx ‚ ХЕ (—00, +00), 

и = (arctg x)’ => du=2arctgx ree | 
+ 

2 ) 

Решение. | = ) * |= 

ду = хах = you 

^ 12 2 2 ” 
x 2 Xx 

= —-(arctg x)* — arctg xdx = 
2 ( J 1+ x? 

2 
= > - (arctg x)’ 

2 
-| = ы у - arctg xdx = 

+X 
2 

= > (arctg x)’ — [arctg хах + [arctg xd(arctg x). 

Ho faretg хах = xarctg x — In (1+х2) + Ci; farctg xd(arctg x) = 

2 2 x x° +1 
= ЧЕ ) +C,. Следовательно, /= (arctg х)? — xarctg x + 

+5102 +10+С. 

Задача 142. Вычислить | = [х? In 1-х ‚ ХЕ (-1, 1). 
1+х 

и= п 1х => du=2 dex 
] + x? _ 

Решение. Г = 3 = 

dv=x*dx => y= = 
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aX plex 2 хх 1-х 2, + к 
3 1+х 3З1х2-р 3 +х 3 x? —] 

3 2 
x I-x x ] 2 

= — In —— - — --In (1 - +С бах pg nde) 

xin (x + 1 +x?) 
Задача 143. Вычислить / = | ‚ ХЕ (—00, + 00), 

V1+ x? 

u =In ( | +x?) => du= dx , 

Решение. [ = 1+х |= 
о хах ЛЕХ 7 

dy = => yevl+x 
V14+ x? | 

= V1+x7-In (х+ 1+х )-x+C 

x 
Задача 144. Вычислить | | 5 dx, ХЕ (-°°, + 00) 

x) 

F Г  и=х => du = dx, 

Решение. I = {xy = dv = хах _! ot 

У (ха) 2 Tex 

] x lp dx | ] 
+ |=. + earet x+C. 

2 14x? Wise 2 1+х 2 

Задача 145. Вычислить / = js т, ХЕ (-0°, +00), 
a +х га 

Решение. | [= a “dx те + +x") х ok = 
(а? +х2)? a*’ (а? +x) 

=f dx ИИ хах A arcte~ Sfx хах 

аа? +х? а? (a? +x? ; аз а? (a? +х2)' 

и=х > du=dx, | , 

=| y= хах ___-! = —arctg ^ — 

| (a? +х2)* 2(a? + x?) | a 
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1 - * +— — агсе > +С = 
а?| 2(а?+х?) 2a а 

x ] 
+ 553 arctg— *+C. 

a (a2+x*) 2a 

Задача 146. Вычислить [х? а? +x? dx, ХЕ (-=, +00), 

Pewenue. 

dx 

Ма? + x? 

l= x? (x? +a’) 

Ма? +x? 

4, 2 2 

> ХХ = (3х2 +2 Вх + С)? +x? + 
а? + x? 

dx = (Ax? + Вх? + Сх+ D)Va? +х 7 +A] > 

(Ax? + Bx? +Cx + D)x А, 
+ + 

а? +x? Ja? +x? 

= x +a7x? = (ЗАх? +2Bx +C)x 

x(a? + x7) + Ax? + Bx? + Cx? + Dx +2. 

=> 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и 
правой частях полученного равенства, находим: 

1 а? 4 

A=-—,B=0,C=—,D=0,A=-— 
4 8 

3 2 4 _ 
Следовательно, / = (2 |? +x? п [x + ve? +2? |+ С. 

Задача 147. Вычислить / = [ хэш" xdx, ХЕ (-°, +00), 

_ 2 
Решение. Г = fx = 2x dx = ях cos 2xdx = 

[  и=х = du=dx 

av =cos2xdx => v= sin 2x 
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| 

x. Те. = 7733" 2x -5 Jsin ох |- 

2 
x" x. | 

=~ Sin 2x - ecos2x+C. 

Задача 148. Вычислить / = [х sinvxdx. xe [0, + <). 

подстановка: х = {2 => 

=> dx =2tdt 

_| u=P = du=3r'dt, 
dy=sintdt => v=-cosf 

Решение. [ = | | = 2| P sintdt = 

|- 2 (-7 cost + 3/ 12 cos г!) = 

и =ЁР > du = 2tdt, 

dy, =costdt => У =sinf 

и =t => du, =dt, 

lane =sinfdt => У, = т 

|- —213 cost + 6(2 sinf— 2{tsin tdt) = 

= -2¢ cost + 6f sint-—12(-tcost+sint)+C = 

= 2 cost + 6f? sint +12¢cos¢—12sint+C = 

= 2Vx(6 — x)cos Vx +6(х- 2)sinVx + С. 

earls x 

Задача 149. Вычислить / = j= dx, ХЕ (-с°, +0). 
(1+ x7)? 

и= > => Ци = dx 
V1 +x? (1+ x?) 

Решение. | = ат x 

dy = 5 dx =e 8*d(arctgx) => v= e5rib* 
1+х | 

x dx eatclgx _ | ealcts x 

i+ x? (+x?) 

и! = | => аш = xdx _ == в=- 
_ М +x (+x?) | _ 

arctg x 

dv, ы > dx = у = errs x 
| 1+х . 
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arctg x x e х-1 . eatcigx _ -/>2/= eltclgx _, 

И 1+x? Vl +x? 

x-1 
—————— 2 bX + С. [= 

~ 2/1 +x? 

arctg x e 
Задача 150. Вычислить | = | уз ax, ХЕ (-, +2). 

(1+ x“) 

Г | xdx | 
и = => Чи=- nye? 

V1+x? (I + x") 
Решение. Г = = 

eatcts x , 

dy = 5х => у=е" Вх 
1 +х ; 

р - —* > аи dx | и 1 2 
_ ейгс!в x xercts x _ р + x? (1 +X 

2 (1 + x??? earcls x 
Vl +X dy, — 5 = у = ей" x 

| 1+х 

arctg x arctg x 

-£ xe J > 2) = AHL ewes = 

Задача 151. Вычислить | = J cos (Inx)dx, ХЕ (0, +). 

. dx 
Решение | =|" = $$ (пх) => du= -5т (In x)—, _ 

dv = dx > v=x | 

= x cos (In x) + fsin (In x) dx = 
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= 

uy =sin(Inx) = du, =cos (nx, 

| dy, = dx > y=Xx 

= xcos (Inx)+xsin(Inx)-/=> 

- 

= 21 = x[cos (Inx)+sin (Inx)] > 

> [= 5 [cos (In x) + эт (In x)]+C. 

Задача 152. Вычислить J = fe™ sin bxdx , ХЕ (-5°, +0). 

u=e™* = du=ae"dx 

Рещение. Г = 
av =sinbxdx => v= 7-008 bx 

e™* a 
= -—— cos bx + 5 le" cos bxdx = 

р 

и, =e™ > du, =ae*dx 

dv, =coshxdx => v, = sin bx 
>. 

ах ах 

Foose $ чье => 

oad 

b 

aX) e* 
=> / 1+ = 5 (asin bx — bcos bx) => 

> [= = 53 (asin bx — bcos bx) + С. 

x 

Задача 153. Вычислить | = | arcctg é АХ, ХЕ (-°, + ©). 
e* 

. _ 
х —@ 

u=arcctge”§ = du= =x dx 

Решение. [ = р 1+е = 
i _ 

dy = — => y=-é€ * 
x 

a е a 
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_ dx 
= —e arcctg e* -| == 

1+е=* 

подстановка: e* =# => 
= dt = —e~“arcctge* -| dt = 

= e*dx = dt => ах = t(1+ 12) 
and = 

_ ] | = —e™ arcctge* — I[;- 3 |e _ 
+ | 

=-е * arcctg e* Пи (2 4+1)+C = 

= -e* arcctg e* -x+5In (e7* +1)+C., 

Задача 154. Вычислить | = еее (sin x) dx, xe (2kn, (2k +1)x), 
sin? x 

k=0, t1, =2,.... 

=Insinx => du = 8S* dy 

Решение. Г = sin x = 

dv=—>—- => v=-ctgx 
sin” x J 

2 2 
=—ctgx-In (sin x) + [= de = — авх. In (sin x) + | aS ae = 

=—ctgx-In (sinx)-ctgx-x+C. 

Задаа 155, Вычислить / = Г х# (2k+1)E,k=0, 41, 42,.... 
Xx 

| и=х > du=dx,| 
sin x 

Решение. [ = =xtgx- | 
COs X 

dx = 

=xtgx+In |cosx|+C. 

Задача 156. Вычислить | = “Ги хе = ‚ ХЕ (-°, —1) U (-1, + ®). 
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[ ou = xe* = 4и=(х+ Пехах 
Решение. Г = Ах 

у = 5 => y= -———- 

(x + 1) | 
-- 

х е 
=— e~+e*+C= 

х+ х+1 

Задача 157. Вычислить 

Г=|-— ` хе (=, +2) U (-Vi+V2, +2) Ц 
x4 2х2 =P 

U ( 1+ V2, ++]. 

`подстановка: x? =f => | dt 
Решение. J = dt —- | _ 

= xdx = > 2°71? 2-1 

ЕТС И 1-2] нс-> т = -У2| 6 
ВВ [1+ |x? -14 2] 

Задана 158. Вычислить | = pare ХЕ (—00, +00), 
x°+x+1 

Qx+1tat oxenae 1, a(x+4) 
Решение. I = | 22 iy = =f +f 2) _ 

xr +x 2° х+х+1 2 (x+4) +3 
2 4 

] | 2x +1 
= п (x? +x+1)+—~aret +С. )+ parce w

l
 

Задача159. Вычислить / = Ja eT (azkn, k =0, +1,...), 

ХЕ (-°°, +09), 

(2х-2с05 a) Ztcosa fj 26050) AX 

x? ~Ixcosa+l 
Решение. Г = | ; 

x° —2xcosa+] 
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d(x —cos a) 

(x -—cosa)* + sin? а 
х-с0$“ 

sin © 

+cosa.- | 

+С. = sin (x? —2xcosa + 1) +ctga-arctg 

3 

Задача 160. Вычислить / = | — хх + ‚ ХЕ (—0e, + 00), 
xt — x? + 

`подстановка: x2 =1=>) 
Решение. [ = dt = 512 

=> хах = — = 

1.1 | 
! aaa i 2 > | 4('-5) = — Ш =- 1 — — 
I 2_ 742 4" +g) 1-4) +4 

2 4 

| 2 | 2—1 
= —In (t* —t +2) + — агс +С = 
4 ав 

min (ct x2 42) 4 1 ак ИС. 
4 2/7 v7 

5 
Задача 161. Вычислить / = | с хх 

x6 x3 2° 

хе (-=°, -1)U (-1, 42) Ц (42, +). 
oye 

Решение. Г = = | x! dx = * — _! | ЕР _ 
x® — хз -2 dx =o 3/7 -1-2 

] | 2 ] 
“ры + о + +2 |! -2])+С 

> n (|x? +1] (x? -2)')+C.



Задача 162. Вычислить / = Ja dx хе (—J2 -1, V2 -1). 
1-2х-х 

Рещение. [ -7 4(х+1) — aresin 1+ С. 
2-(х+1)? V2 

Задача 163. Вычислить | = | ХЕ (-<°, —1) (1 (0, +0). Ев 
«(= 
| 

Задача 164. Вычислить / = | хах => ХЕ [ -/21 у" 

Решение. [ = | = п (x+4)+Ve+x"]+C. 

5+х-х 2 ’ 2 

lafy—1 
Решение. [ = = хах = = т = 

SP _fy 1 21 _(.._1 
a 2) 4 (*-3) 

] a{7—(x-4) | 

=1f 4(х-3} 1 14 27 | _ 

2° [21 12 2 2] +2 

47-9) ч-(*-2) 

| . 2x — 1 5 
= —arcsin - \5+х-х2 +C 

2 \21 

Задача 165. Вычислить / = А, ХЕ (—00, + 00), 

х+х+| 

l 
Qx+nt + — 

Решение. J = [Ах = 1140 ++, 

х2+х+1 2 Ve ext 
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| d(x+4) 
ras aVxtexeleein(x+ta Verena |+С. 
"| 1 3 2 2 

(x+3) "4 р 
Задача 166. Вычислить / = | xox ; 

V1 x? — 2х4 

- | УЛ7-3 | 
2 ‘ 2 

a 2 — 

Хх =[Р = 

Решение. Г = dt \= Ly dt _ 
>х%=5| 2° /-у-27 

| piled) 
“5 i +34) ~ 22 |7 -((+ +3) 

3} 

= | arcsin At+3 +С = | aresin 423 4x? +3 +С. 
2/2 V17 2/2 MIT 

cos xdx 
Задача 167. Вычислить | = ,x#2kn-H, 

Jl + sinx+ cos” x 2 
К =0, +1, £2,.... 

ee 
-1) 

2) 

sinx=t=> 

=> а = jn— 2 Et 
Pewenue. | -| 

= arcsin 21+ С = aresin (aS =! }- С. 

хзах 
Задача 168. Вычислить | = | , 

\/х* 2х? - | 

ке (ДВ) U (Я, +). 
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хх =| * = Ly tdt 
Pewenue. I = | = d 

4 2 —~at} 9 Ух 2x? -1 | xdx 7 

(2r-2)-4 41 alae т. alps 2 1 
я п -21-| «АЕ 21 я 

d(t- 7 

= —2t-] + |(-0+42 -2-|+С= 

= 5x8 = 2x? 1+5 bx? - 1 +-vx4 = 2x? =1]+C, 

3 
Задача 169. Вычислить | = | x*x dx , 

М -+х?2 —x4 

с fs (8 

2’ 2 | 

xdx хЗах P xt at 
Pewenue. I = | =+ | = и |= 

+ x2 x! Vl4+x? — х4 хах = “> 

] dt ] tdt ] 
== + | = = (/, + J) 
2 ler-7 в 2 

4-5) 5] . 21-1 
I, = = arcsin ——+С 

= во Et -1) 5 
2 

и 
= arcsin и + С; 
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ep lt mH, 
Ss — J Viet-? = 

От d(t -4) | 

Vl+t-2 aE -1) 
я 

= 1 +:-В ао А + С. = 
V5 

~ f+? — x4 + Larcsin 2% “lic. 
2 V5 2 

2 _ 
Следовательно, / = Zaresin =. -5vi +х2-х+С. 

Задача 170. Вычислить / = | dx ‚ ХЕ (-09, 0) U (0, + ®). 
х\/х2 +х+1| 

Г dt. totax=t a= a; | 

Решение. [ = = 2 
Wetxt] = stot l=sent VP +t 

4(1+1 Па! 
=—sgnt- | > т =—sgnt- | 2) = 

В +1+1 f(e+4) 43 
2 4 

= —sent-In уч +С; 

1) для xe (-, 0): $211 = —| и, следовательно, 

[= м +C=ln с 
х+2 ЕЕ 

+ 

x x? 
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2) для xe (0, + 0): sen¢=1 и, следовательно, 

х | 
dx 

(x + 2)? fx? + 2х-5 

е (-~, - 6-10 (V6 -1, +=). 

Задача 171. Вычислить | = | 

Решение. [ = = 
V1 21 512 

= — [. =- [ 

en ITS 21 — 512 sent] 1-21-52 

г - 

41 - 21-5”), 
sen [| — 

° го V1 -21- 512 и 8-5 (1+ Ly 
| 57 | 

] 5 ] . t+] ] 
= sent 1-21-51 + ——arcsin +C,rae =—; 8 Е 5} a x+2 

1) для xe (-=>, ~/6- 1) : sent=—l и, следовательно, 

Tvx?4+2x-5 1 +7 С 
х+2 5/5 /6(х +2) 5 

2) для ХЕ (V6 -1, + co) : senf=1 и, следовательно, 

[= 

\х?+2х-5 | х+7 
+ arcsin 

V6 6(x + 2)“ 

pel. 
5 x+2 5/5 

Ge In \(x+2)+2vx? + x41] С 
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Задача 172. Вычислить | = [У2+х- х? de, хЕ [-1, 2]. 

2 
Решение. [= 12 -(= _ 5) Ах = [используем формулу: 

2 
[а? —~fdt=— = Na? -? + aresin= +C]= 

х-1 х-1 
~__2 2.9 2. С = 5 V2+x- x + garcsin 32 +С 

_ х_1 _ v2 9 . 2x-1 
(3 5 № x + garcsin 3 +С. 

Задача 173. Вычислить | = [У2+х+ x? dx, ХЕ (—00, +00) , 

Решение. [ = Г Ly + id (x + Г = [используем формулу: 
+3) 

[VP +a dt = Ve ча? +n (+? ча? )+ С] = Е 
2 

] 
=» 2 = М2 +х+х? + | (х+ 1)4 ф+х+ а |+С. 

Задача 174. Вычислить 

[ = [4х +2х? -1 ‚хак, x € [= ~ v2 =1] U |+ +=). 

+1 их 
2 

xl? +21 1-5 e+) +ve T+ 

=5 [4+1 =2. d(t+1) => 

— х +1 
т Vix 42x? —| => in (x? ++ Vx4 + 2x? -|+С.



2 —х+х 
dx , Задача 175. Вычислить | = [- 

xVl+x- x? 

1- №5 1+5 
‚ 0 0, 

Решение. | = | ax + (1 ax = [,+)- 
xV1+x—x? Vl+x—x? 

t р dt x 

ne 2 (e+t-1 =o se М +х-х =sent- ; 

1)Пусть хе is 5 о} Тогда sgnf = -1 и, следовательно, 

Г = п 
[== - vex x? +e ty (Xe +2) - 2Vv1+x- x"| 

x 

2)Пусть x € | 0, 1+5 } Тогда sent =] и, следовательно, 

2 ~ м (+ ея И 

х 2 

— =n ая xtc, 

(РС 

+C). 
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h= | x? x= J М +х- x? 

_ ЕЕ x’) -if _ 

М+х-х2 2 Jo-(x-4) 
4 2 

=—V1+x-x? ~ 5 aresin = + С, 

(x? + Прах 

xvx4 +1 
Задача 176. Вычислить / = | ‚ ХЕ (—-, 0) U (0, + ®). 

Решение. [ = sgn х .| 

1)Пусть x € (-со, 0). Тогда senx = -1 и, следовательно, 

|(х2 9-2“. с 

| 
2)Пусть хе (0, + 0). Тогда sgnx =1 и, следовательно, 

(x? -0+ + с 

ПИ 
Задача 177. Вычислить / = | (x4) a (x43) 

ХЕ (-°, —3) Ц (-3, -2) U (-2, -1) Ц CI, +). 

Г=-п 

Г= п 
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x _ A + В + С _ 

(х+1)(х+2)(х+3) х+1 х+2 х+3 

> x= А(х+2)(х+3)+ B(x +1) (х+3)+С(х+ 1) (х +2); 

х=-1 | -l=2A => А=-5, 

х=-2 | -2=-В => В=2, 

3 х=-3 | -3=2C = C=-5. 

Решение. 

1 3 \ 
2 __2 |g 

x+] хо х+1 * 

\ y 

=-FIn |x + 1|+2In Jx-+2|-S In [х+3]+С = 

Следовательно, / = | 

1. | @+2* | 
|(х+0(х+3)| 

| хз +1 
Задача 178. Вычислить | = | 5,26 dx 

x” —5x* + 6x 

х +1 

5-3 

XE (-со, 0) U (0, 2) Ц (2,3) Ц (3, +00), 

xt), 5х -6х+1 | 
x? - 5х? + 6x x(x — 2)(x - 3)’ 

Pewenue. 

Sx’-6x+1 A, B.C 
х(х-2)(х-3) x х-2 x-3 

= 5х? -6x +1 = A(x —2)(x —3) + Bx(x — 3) + Cx(x -2); 

x=0 | 1=64 = Aad; 
6” 
9 x=2 | 9=-2B = В=-5; 

x=3 | 28=3C = cao. 
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Следовательно, / хх 

28 
3 

хх 

x4 45x72 +4 

=x+2n М-5 м |x — 2|+ —In |х-3+С. 

Задача 179. Вычислить | = | ‚ ХЕ (—00, +00). 

x4 _,.. 5+4 5% +4 
x4 45x27 +4 x4 4+5x744 (x? +4)(x? +1) 

Pewenue. 

5x7+4 _ Ах+В Cx+D 
2 2 уд aw) (x°+4)(x* +1) x°+4 = x’ +] 

= 5х? +4=(Ах+ В)(х? + 1) +(Cx+ D)(x? + 4). 

x | 0=А+С 
2 _ 

x | 5=В+В дао, =16 p=-! c=0 x | 0=A+4C 3 3 
хо | 4=B+4D 

16 | 11 8 х | 
Г = у ayy ara Х-уамава + garcia, 

Задача 180. Вычислить | = | 5,42) za we Г’ 
XP ex" - 2х? - 2х +х+ 

XE (—c0, — 1) U (-1, 1) U (1, +00), 

Решение. x° + x4 — 2х3 -2x? 4x41 = 

= (x + I) (x4 2х2 +1) = (х+1002 -1 = et IB) 
| вс р Е 

(х+1)(х-1)? (х+1 (etl? x4+1 (х-1 x-1 

=> 1= A(x-1)? + В(х+1)(х-1)? + 

+ С(х+12(х-1)2 + D(x +13 + Е(х+ 13 (х-1; 
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| 
=- 1=4А > А=- х=-1 | > д 

x=1 | 1=805 D=4 
8 | — 

хх | 0=С+Е 

х3 | O=B+D+2E 

хо | 1=A+B+C+D-E 

3 | 3 
A=—,B=-,C=—,D=-,E=-— DO BP 16 8 16 

Следовательно, 

= | О ОО О О ОО ООО ЗАО ЗИ 
4 (х+1) 4 (х+1)? 16 х+1 8 (x-1) 

_3._1 111.1 
16 х-1 8 (x+1)? 4 х+1 

+ + с |x-I]+C= 

Зи ett! 3x? +3х-2 
= — п j—_——! —-—-> 

16 |х-П 8 (х+12(х-1) 

dx 

x? -4х+4)(х? -4x 45)’ 

XE (-<, 2) U (2, + 00), 

I I 
(x? —4x +4)(x? -4х+5) (x -2)2(x? -4х+5)_ 

Задача 181. Вычислить | = Г 

Решение. 

в, +В 
(x-2)? х-2 х?-4х+5 

= |= A(x? -4х+5)+ B(x —2)(x? -4х+5)+(Сх+ 0)(х-2)?; 
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‚ > А=1В=0, С =0,р=-1. 
—-6B-4C+D 

1 1 Jere OS 
Следовательно, / = ite Е 

4-9 = 1 _ _2 С = arctg (х-2)+С. 

XE (—00, -NUCI, + 00). Задача 182. Вычислить /[ = | x , 
x” + 

| | A Bx+C 
Решение. г = 5 = +s 

xe] (х+0(х“-х+1 xt] х-х+1 

= 1= A(x? -х+1)+(Вх+С)(х+1; 

х=-1 | 1-34. = А=3, 

x? | O=A+B => в, 

хх | 1=А+С => c=5 

Следовательно, / = 2 | 12-х dx = 
3°\xt+l x?-x+1 

. из 

_1 — 195-032 = 
317 х+1 х?-х+| 

d(x? | d(x-4) 

[+151 (x? x +1) 
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In |x + |- см (x? -х+ ато + C = 1 
3 

] 
— п + — асе — 

6 х-х+1| V3 5 V3 

Задача 183. Вычислить / = er ‚ ХЕ (-, + оо). 
x" + 

1 1 
Решение. = = = 

+1 (x4 42x72 41)-2x? (x? +1)? -2х? 

] Ах + В + Cx + D 

(е+х +1) (x?—xV2+1) x? +xV2+1 x? —xJ2 +1’ 

| I l ] 
где A=——, B=—, С=-—, ОЭ =-. Следовательно, 

2/2 2 2/2 2 

_ {1 x+/2 _ x-/2 _ 

salle и 

_ 1 (2x+V2)+V2 (2x-v2)-v2 |. 

— 440 J x? + x2 +1 x- | x? —~xJ/2 +1 7 

d(x? + xv2 +1) 7 a{x+32) ; ] 
= + 

4/2 J x? + xV2 +1 ( BY 1 
X + +5 

d(x? —xJ2 +1 d| x - 
J eae ay es 

[x- 2) ua) 

| х?+х/2+1 |1 1 
= In + arct х\/2 +1 + —arct х\/2 —1 +С. 

4/2 x? -xV2+1 22 : ( } 22 : ( 
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‚ ХЕ (-<°, +00), Задача 184. Вычислить / = | Ч * 
x 

Pewenue. . = — = — й 5 = 
xt) (У tl (+0 -х +1 

_ ] _ ] _ 

(x? +1)[(? +1) — 3x? | (x? +1) (x? +х\3 +1) (x? —х\/3 +1) 

_Ax+B Cx + D + Ex+F 

xed хх +1 x2? -xV3 417 

| | ] | | 
me A=0, В=-,С=—-,О=-,Е=- ,F=-. 

3 2/3 3 2/3 3 

= | dx Г 2х+\3 >] 

3 at a Вт В 
va 2x- V3 ae dx _ 

x? В“ 12° x? — x3 +1 

| ] ax *+xv3+1 
= загс х+ 

° a x +1. 

а х+53 а х_53 

т 2 ety 2) _ 
12 ВУ т 12 Ву 1 

[*+= 7 (x-2) 4 

| 1 х24+х\/3 +1 
= —агс > x + In + 
308 443 x? -xJ3 +1 

+caretg (2x +3) + сага (2x - V3) + С. 

Задача 185. Вычислить J = | — ах 5 
хх eax tx] 

ХЕ (-°о, 1) U (1, + 0). 
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Решение. x° — x4 4x3 -x? +х-1= х3(х2-х+1)- (х2-х+= 
= (x*-x+1)(x’ - 1); 

| 1 

хех (х- (2 +х+ IO? -х+1 _ 
A Вх +C Dx +E 

+ ; 
x-1] x*4x41 x? -x41 

| | | | 
me А=-,В=--,С=--, D=0, Е=--. 

3 3 6 

т deel 1, d(x-3} 
/=- т — = 

37 х-1 62 x27 4x4] 2 _ 1 2 3 

(x 5) "4 

| ] 2 ] 2х-| 
=—In |x — —-— In (x* + x + :1) -—arcte ——+C = 

3 x - | gin ВВ 
т ‚© | 2х- 1 

-—| — —arctge —— + C. 
6. ме +х+1 V3 5 V3 

x*dx 
Задача 186. Вычислить / = , 

x4 +3x3 +5 x7 43x41 

ХЕ (-°°, + со). 

Решение. х“ + 3x? + 3x? + 3x41 = (x* + 2х3 + 2x7) + 

+(x? + 2x? + 2х) + F(x? + 2х+2) = (х? +2х+2) (x? +х+1); 

2 x? x 

x! + 3x? +55? 43x41 (x24 2x42)(x? +х+1) 
2 

_ Ax+B Cx + D 

x? +2x+2 Paxed 

4 12 4 3 
me A=<, В.С =-ъ, В=-5. 
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2. 2x+6 d lp 4x+3 
=] 2 * 5] 2 | x +2x+2 x +X+5 

I 
2 (x42) +4 iy 2 2+0 +5 

5 х+2х+2 5 х2 +х+41 

-2 п +252 ,8 d(x +1) 1 d(x+3) 
2 axed SDH 9 [+1 

= 2 in x" ЕЕ zaroig (x +1)-Zaretg (2x+1)+C. 
5 2 ] x +X +5 

хах 

(x -1)?(x +12’ 
Задача 187. Вычислить | = | 

ХЕ (-=, -IVUCI,IN UG, +=). 

Решение. Станем вычислять / по методу Остроградского. 

_ Ax? + Bx+C Ex+F x _ 
= +f dx => = 
(x-I(xt1? 7 (x-D(x 4D) (х- 1)2(x +1)? 

(2Ax + B)(x -1)(x+ 1)? - (Ax? + Bx + С) [(х+ 172 +2(х- 1) (х+ 1) 
+ 

(x -1)?(x + 1)4 

+ Ex+F > х _ 

(x-1)(x+ 1) (x -1)?(x +1) 

_ (2Ax + B)(x? -1)- (Ax? + Bx + С)(3х-1) , xt F _ _ 
(x —1)?*(x + 1)° (x -1)(x+1) 

=> x =(2Ax + В)(х? -1)- (Ax? + Bx + C)x 

x (3x —1) + (Ex + F)(x3 +x? -x-1); 
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х | O=E 

x? | O=-A+E+F=> F=A 

x? | 0=-2B+A+E+F => В=А ‚ > 
x | 1=-2A+B-3C-E-F=> 3С =-2A-1 

хо | 0=-B+C-F=> C=2A | 

| | | | 
> А-В =, С=-, Е =0,Р=-$. 

Следовательно, 

Хх +х+2 le ах 

^ 8-1 +1)? 81х21 
x7 +x4+2 1 

+ 

Bx-Dix+h? 16 
х+1 
——+С. 
х-1 

Задача 188. Вычислить 

Г =f dx =f dx 

(x3 +1)? 2 (x41)2(x? -x +1) 

ХЕ (—o, —1) U (-1, + ©). 

Решение. Вычислять / будем по методу Остроградского. 

), 

__ Ax? + Вх+С + | Dx? + Ex+F 
(xt 1)(Qx27-x41) 7 (x41)? -x 41) 

Дифференцируя no x обе части написанного равенства, получаем: 

| — 

(x + 1)2(x? -х+1)? 

(2Ax + B)(x2 + 1)-(Ax? + Bx + C)[x? - x41 + (х+ 1)(2x-1)} 
= - + 

(x + 1)? (x? -х+1)? 

Dx? + Ех+Е 

(x + 1)(x? -х+1) 
= 1 =(2Ax + B)(x? + 1)- (Ах? + Bx +C) .3х? + 

+(Dx? + Ех+ F)(x? +1): 
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| O=D, 
| O=-A+ES E=A, 

3 | 0=-2B+F => F =2B, 

| 0=-3C+D => C=0, 
| 0=2A+E, 

| 1=B4+F | 

= 4=0,В=3,С=0,2=0, Е =0, F ==. 

1 Хх 2 dx 
Следовательно, / = —-——— + — | ; 

3 х+1 3° (x4 I(x? -х+1) 

| __а bx +c 

(xt1)(x2--x4+1) x41 х-х+| 
>1=а(х? -х+1)+(6х+5)(х+1); 

х=-1 | 1=3а => а= 

х | О=а+6 > b=-- 

x | 0=-a+b+e => c= 

v
o
l
t
s
 

Следовательно, 

(х+1) (2 -х+1 3 х+1 3° x°-x4+]1 

f dx =1 [9% Ч x-2 

In |x + 1]- ain (x? -x+N+5 =! 
3 

п_@ + I’ + агсв 2+ С. 
] 

6 х-х+1| V3 V3 
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Таким образом, окончательно получаем: 

1 x 1 (e+) 2 2x-1 
/ =—-——— +- In arcte ——— + C.. 

3 41 9 х2-х+| "З.В 8 V3 

ax 
Задача 189. Вычислить | 5) 

(x* -1) 

ХЕ (-=, -NUCI,) Ud, +00), 

Решение. Вычислять / будем по методу Остроградского. 

_ | Ах _ 

(x? +18 (x - 03 (х+ 13 

_ Ax! + Вхб + Cx? + Dx’ + Bx + Be? +Gx+H | 

(x? +1)?(x -1)7(x + 1)? 

+ | ахз + 6х? +сх+а 

7 (x? +1)(x-1)(x +1) 

Дифференцируя no x обе части написанного равенства, получаем: 

Г__ (7Ax® +68х° + 5Cx* + 4Dx? +3 Ех? +2Ех+б)(х* -1)? _ 

(x4 -1)° x — 1) 

_2¢x4 = 1)-4x?(Ax7 + Bx? + Ox? + Dx* + Bx? + Fe? + Gx +H) | 
(x* -1)" 

ax>+bx* +сх+а 
4 = 

х’-| 

= 1 = (7 Ахб + 6Вх + 5Сх* +4 0х3 +3 Ех? +2 Ех +G)(x* -1)- 

— 8х3 (Ах! + Bx® + Cx? + Dx*t + Ex? + Ех? +бх+Н)+ 

+ (ax? + bx? +сх+ а) (х8 -2x4 +1). 
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х! | 0=а x | 0=-6B-6F -2c 

x!9 | 0=-At+tb=> b=A x‘ | 0=-5C -7G -2d 

x? | 0=-2В+със=2В | хз | 0=-4D-8H +a 

х | 0=-3C+d>d=3C | x? | 0=-3E+5 

x’ | 0=4D=> D=0 x | 0=-2F +c 

хе | 0=-7A-5E-2b хо | 1=-(+а 

Из полученной системы находим: 

A=0,B=0,C= <5) D=0,E=0, F=0, 

О 21 
= -—,H=0,a=0,b=0,c=0,d= =. С 3 0, a Cc d 3 

Следовательно, / 1. 7х = Их + dx 
32 (x4 -1)? 32: (x? +1)(x-1)(x +1) 

=f, (обознач.) 

| А В Mx +N 
= + + 

(x-I)(xtI)(x27 41) x-1 x4] x? 41 
Имеем 

=> 1= A(x +1)(x? +1) + В(х - 1 (х? +1) + (Met №) (>? -1). 

xo | 1=A-B-N = м=-, 

х=-1 | 1=-4В = В=--, | хз | 0=А+В+М = М=0. 

Таким образом, /, = к-- хи c+ 1|->arctex+C . Следова- 

тельно, 

170 -Их, 21 
32 (x4-1)? 128 

_ 21 агиех+С. 
64 

х-| 

х+1 
[= 
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Задача 190. Вычислить | = | - ХЕ (-, 0) U (0, + ©). 2 bd 

x a ) 

Pewenue. | = [0 +x?) - x! dx = “| ax 

т 2+4?) x© 1х4 +х2)_ 

2 2 хх dx ] Ах (2 
= = = aw eee = — + = 

5x° x*(1+ x?) 5x? 1х4 6 x14 x7) 

ee ах =х 
5х? 3х3 х2(1+х2) 

| | | 
33 ха вх+С. 

Задача 191. Вычислить I = | or ХЕ (0, +0), 
X+VX 

_ 6 
Решение. 1=| *7*> = 6| = “at = 6/—— dt = =f +1)- lite 

dx = 6f°dt | (И 1+1 +1 

= 6f] 141-4] ar= 27 —3¢? + 6t-61n |r+1]+C = 
t+] 

= 2Vx -3Yx + 6х -61n (Vx +1)+C. 

Задача 192. Вычислить / = dx, ХЕ [0, 1 
Wiz — х/х 1). 

_ 3 1 
Решение. I = [х!?(1- x)" 4х. Здесь -1, ПЕ, р=--. 

Jed") MED ONT? PEMD 
m+ 1 

n 
Имеем =I — целое число. Значит, интеграл / берется в ко- 

3 
нечном виде. Подстановка: 1-—х3/?2 ={2 => хак = 214 = 

dx = оба 
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x? — 3?) V2 dy =хРр! [зе |= 4 . 

Се 2+С. Следовательно, / =-— =| dt=- г 

АХ, ХЕ (-5°, +00). 
x 

Задача 193. Вычислить | 
М +х? 

1 > Решение. [ = fra +x?) ах. (Здесь m=5, n=2, p= -> 

т+1 _ 

n 
становка: 

l¢ x? =f? = хах = tdt, dx = х ЧЕ; 

‘= (Рае. 

= 3 — целое число. Значит, / берется в конечном виде.) Под- 

(1+ х2) ах = x00 x tat = 
Следовательно, 

[= |(“-20 +04 = 

= ТМ x? (3x4 -4х2 +8) +С. 

Задача 194. Вычислить / = — ) 

х (1-х) 

23 18 —=t +1+С = 
3 

XE (—oo, 0) U (0, 1) Ц (1, + 00), 

Решение. [ = [За —-х) dx . (Здесь т = -+ 

т + 1 
+р = 0. Значит, / берется в конечном виде.) Подстановка = 

> Ре dx = ху. 1_ 1 = 13 -— = 

x x 

2 1 21 
x 3(1-х) Зах=х 3(xt) 3(-32х?)@ = 

ЗВ = За = - 2. 
+] 
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tdt Н | А 
5 . O 5 = + 

(¢+1)( -t+1) (t+1)(t°-t+1) 1+1 
Следовательно, / =-3| 

| + Bt+C me A=- 

Patel 3’ 

d(r—-1 
alte (+l Jar=in e+ t|-3 J ata | и-5 | | я = 

1+1 12-141 

2—1 

V3 
2 

= tj, + ~ JB arctg =! +C, 
2 Р-1+| 3 

где их. 

x 

dx 
Задача 195. Вычислить / = | , 

х\/ + хз + x9 

ХЕ (—~, 0) U (0, + 00), 

+С = = In + |- (12 -1+1) - УЗ arctg 

Решение pal 3xtdx -| x =! | a 
3° жк + хе [3x2dxedt] 3° Where? 

Подстановка: 

2 

=: fas dt = esate 22+! 
| i? 52 2 

1 
2 diz+= 

Следовательно, / = р 2| ха ee г | 2) 

3 22/2 +2+1 {ея 27 4 

| 1) Пусть хе (-~, 0). Тогда sen z = sgnt = $21 х = -1, и, следова- 

тельно, 

= [о о где <=. 
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2)Пусть хе (0, + ). Тогда sen < = sent =sgnx = +1 , и, следова- 
тельно, 

[ = (а +Уе чан +С, где <=. 

Их 
1-х? 

1+ 2/1 — х2 +1-х2 
7 2 

Задача 196. Вычислить / = = | dx , ХЕ [-1, 0) U (0,1. 

Решение. | = | dx = [de [4+ 

fy _ 2 fy _ 2 
+ 2] = dx =-2-x+2f | = dx =-2— x42), 

Xx Xx x x 

где / = | |= x" oy 1 x2 

| 1 rt | 
x=sinf, te]-~—,0]U о, 2 

= E 2 = [Oat = 
sin 

| dx = cos tdt; Vl-x? =cost | 

- pissin’ fat = —ctgt— t+C = C08! 1+ C= 
sin’ f sin f 

— 2 
=— 1-х —arcsinx+C. 

x 

2 _ 2 
Следовательно, / АХ _daresinx +. 

Задача 197. Вычислить [ = (I+ x) ах , 
x+Vx4+x? 

ХЕ (09, -1}U ©, + 00), 

(Г + x) (x - Jx + x7) 

—х 
Решение. | = | dx =-| (1+ х) 4 +х)+ 

2 peer yy 09) heels 

= (+37 + [x4 x7dx+ | = i de 
хх + x? 
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d{x+4) xdx 

|9: Fe 
(1+ zh + А + 1] _ 

2 Х+ __ (+x) + 

2 2 

1 
хм [а 

1]. fy + п (x+4)+ x + +5 | 
| 

4-5] 
2х+1 d{x+4) 

1 _1 Ух? +x | 
(+3) 4 

2 
--» ах +n (x44) + ie? + x] + Vx? + x - 

2 
п (x+4)+ Vx? ыы +242 2. х+ 

2 2 2 4 

+ (++ ьс. 

In(l+x+x?) 

(1+ x) 

ХЕ (—29, -1)U (-1, + 00) , 

Задача 198. Вычислить | = | 
>] 

Pewenue. 

u=In(l+x+x’) => du= 2х +1 dx 
[= x°+x+1 

dx ] 
У——— = -— 

| (1 +x)? l+x | 

--In(l+x+x) | (1 + 2x) dx 

l+x (l+x)(l+x+x?) 

Имеем 1+ 2х + еде B=1,C=2. 
(1+ х)1+х+х2) xt] x2 4x41? 
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Следовательно, 

п=| (1+2.х) ах =-f dx х+2 dx = 

(1+х)(+х+х2) xsl 2x2 4x41 

] 
dx 1, _2x+l 4 3 d(x+3] nfo hf DEH yg Bj EDT х+1 2° x24 x41 2 (x+4) +2 

2) +14 
] 2 2x +1 

=—In [x + 1]+—In (x? +x +1) + Загс +С. 
e+] 7 in ¢ eB 

2 2 ш (1+х+х 1х ХТ, Barctg ИС. 

[+х 2 (х+1) \3 
А тогда /=- 

Задача 199. Вычислить | (2х + З)агссоз (2х -3)dx, хе (1,2). 
Решение. 

и = агссо$ (2х-3) => du=- dx , 
[= J-(x? -3x+2) |= 

| dv=(2x+3)dx => vax? +3x 

~ 

= (x? + 3x)arccos (2x -3) + Г, 

2 j= x* + 3x 

J \/-(х? - 3x +2) 

i = (Ax + BW3x-x?-2+A/ 

ах. где 

dx _, х+3х _ 

\3х-х2-2 V3x-x?-2 

А.В) 3 _ 
а. ("+28 *) A 

¥3x—-x? -2 V3x—-x? -2 

=> 

= x? +3x = A(3x— x? -2)+(Ах+В) (3-x)+2, 

x* | 1=-2A > А=-5; 

9 21 3=2А-В B=-—; x 1355 4’ 
0 3 55 

0=-2A+=B+A A=—. х | + B+ 3 
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= (-3-F = js ~ x? —-2 + —arcsin (2x -3)+C. 

Следовательно, 

I =(x? +3x) arccos (2х -—3) + =? arcsin (2х-3)- 

(3+ « №х- -х?-2+С. 
2 

Задача 200. Вычислить | = [х In (4+ x*)adx ‚ ХЕ (—co, +00), 

Решение. | = dt |= 54+ P)dt = 

и=ш (4+?) => du= 2tdt | ] 2:2 - 4+1? l=-/tln(4+r7)-]| |= 
2 +4 

| 

1 _f 2,_ ff 2 _ = (4+Г) -| а = sin (4+1) 14 2arcig>+C = 

1 x? 

=> (4+ x4) -x? + 2aretg—+C. 

Задача 201. Вычислить =. 1+ — ах, хе (-1,0) 0 (0,1). Е 

и = агсят x => 
1— 

Решение. Г = = 
2 

dy @+х)аХ => у= агсат х - 
| хх? 
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. 9 VI — x? . arcsin x dx 
= (arcsin x)* — arcsin x — | ax + j= _ 

x V1 — x? x 

. Vi-x? 1. = (arcsin x)? ——— aresin x - = (aresin xy +In |x| +С= 
x 

ae Vi-x? 
= 5 (aresin x)? -———aresin x + In |x| +С. 

x 

хп (1 + 1+x7) 
Задача 202. Вычислить | = | dx , ХЕ (-°°, + 0). 

М +? 

- te - 
= № (14 Л+х? d. = 

Powenue. I = n ( г 77 (14+ V1+ x7) V4 x? _ 

dy = => у= 1+ х2 
. +X J 

2_ 42 
=Vi+x? -In (141 1+ rh 

"т n (I+ +x’) a re a 

=V14+x2-In (1+ -V1+x7)- A eV? In (1 + 1+х )- 

—V14x2 + (1+ Vi+x7)+C = (1+ 1+х In (1+ l+x )- 

—М+х2 +С. 

Задача 203. Вычислить | = [х\х? +1. м Vx? -ldx, 

ХЕ (-°, -1)U (I, +2). 

2,472 
Решение. | =|\~ +1=1 = [Р In (t? - 2) а! = 

xdx =tdt| 2 

v=In(?-2) => ди 
в -2 в 

= = —In (ft? —2)- 
2 г 6 

3 | aed 
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aa: | (4 -4)+4 
-— =—In (¢* —2)-— dt 
3°77-2 6 (-2 3) _2 

| dt 
=e (г -2)-- AG + 2a - 5 foo = 

P 2 13 2 42 1-42 =—ш (f° -2)-—f -=1-—1 
6 п( 9 3 3 " t+ 2 ~ 

2, 13/2 2 
ap | = ED in 2 - 1) +12, 7) 

И 9 

Pip Vx? + -v2 | 

Ух? мери 

Задача 204. Вычислить | = — dx , xe (0,1). =|" 

Г х 1 2-x , | 
u=In => du=— ax 

Решение. [ = ie 2 хи-х |_ 
dy = —~ > у= 1-х? 

. 1-х? 1 

=—V1—x? In > +1, 
1-х 

2- Е - re J, = | СА ЕЕ 
х(1- 

+х 
ЕЙ => x= 

2+1’ -21 (7 +3)( +1) 
414 | ЕР -1)(7 +1)? 

(2 +1)?” r+ 

_ t?(t? +3) 
= 2) (2-1 (2 +1)? 
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t?(t? +3) _ Jt, то 

(2-1) (2+1)? Р-Р (Pf 41)?’ 
Так как 

dt dt om | f 
N= 25 +2] = In| + yt areter= 

(1? +1) 1+| 7? 

п 2 — 2 
ЗВ Х +агсе.|- А + C 

х 2 — 

Следовательно, 

hey Off 
=-Vi-x? НЕ ЗИ 4 1-х + 1-х + arctg exc. 

Vi — x2 x 2 | - 

Задача 205. Вычислить / = | dx >, ХЕ (-п, п). 
(2+5тх) 

ох 2 - 

{85 =f => x = 2arctgs ах = — di, 
2 1+7 

Решение. Г = | 212 x о, = 

sinx = = 5 
1+ 122 = 1+1 

| 2 - 

_ 2dt -1| (+ _ 
2 2 2 2). 1 2° (f° +1+1) (+12) -4(14+ yh Г 

=3| A+B + | C+D a), 

2117 +141 CM +t4l 

me A= 3, B==,C=0, D==.Cnenosarensio, 

_ | i 

poifl._tt +f 4 (+3) _ 
2/3 r+t+l 3 (+1) +3 

. 27 4. 
t+2 2.2 21+1 ] 

==. + ar 
6 12+:+1 3V3 V3 
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2tz* | cosx 4 2 pe. С 
2173 хе V3 ы 

Задача 206. Вычислить / = |— sin 4x <— dx, ХЕ (-°, +), 
sin® X+COS Хх 

sin 2x COS 2% iy х=5[- d(sin? 2х) 

sin® x + cos® x sin? x +cos® x’ 
‚ имеем Решение. Г = | 

sin? x + cos? х=1 = (sin? x + cos’ x)? =1 > 

; 1. 
= $91“ х+с0$х=| -5sin’ 2x; 

2 
e || e e 

(sin4 x + cos* x)? = [ - 5 sin’ 2х | = sin? x+ cos’ x = 

2 

= ( _ | in? 2x) —2sin* x- cos? x => 

2 
= sin®x+cos® x = ( - sin” 2х] — яп 2х. 

Положим ¢ = т? 2х. Будем иметь 

| dt dt d(t — 4) [=f =4| =4| = 
2 г, _1 t? -81+8 1-4)? -8 

(1-34) -3° ree) 

in (io -2I. © a [512 2x -4 -2V2| | 
an 4) +2v2|_ |sin? 2х- 4+2] 

Задача 207. Вычислить / = | - dx ‚ ХЕ (-л, 0) U (0,7). 
sin xV¥1 + с05Х 

2х 2х sin’ + +cos* = dx | 2 2 dx = Решение. 1 = | 
2x и xX x 2х 7 2/2 2sin cos ¥ /2cos 5 sin 5 cos 5 

Fox | Г х x) _ ] pram dx a 4 (cos) 4(х) _ 

2/2 | cos? 5 sin 5 V2 cos” 5 sin 5 
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+ In + С. 
xX 

t aD 

54 М2 x COS 
2 } 

245 
Задача 208. Вычислить | = i -arctg xdx , ХЕ (-оо, +00). 

x* + 
о 

Решение. [| = {| a+ b-a -arctg xdx = а | arctg xdx + 
x? +1. 

. Pa 
arcte x)? |u=arctgx => du= + (b- a) SBE fer aee rue 

| dv=dx => v=x 

—4 (arctg xy +C. = a| xarctg x- Zn (1 +22) |+ 

ах? = 
In Задача 209. Вычислить | = J 

ХЕ (-°, “Duct Dud + 00), 

a+b \ 
, 

Решение. | = | а+— In И x = а[ш |— х-1 dx + 
| X —1) — х+1 

х-| 

In х+1 х-1 a+b х-1 + (@+5)] dx = aJ In || dx + Jin Ш np 

| а 
a+b, 4|x-1 х-1 и = п ии > du= ae ; 

д In a+ asin == х+| y=] 

| = => УЕХ 

- 9+6 |2 ПЧ ча| xin [27 -ш |1 +С. 
4 X+1 х+1 

Задача 210. Вычислить / = | es dx, ХЕ (0, +=) 

u=Inx => du = 

Рещение. Г = xdx __ т | = 

(1+х2)? 2 1+x? | 
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- i мхом __1 nx 1 j=- _хах_)_ 
2 1+х2 2% х(1+х2) 2 1+х? 2 x Хх +1 

| Inx |1 | 2 
+ хД (1+х-^)+С = 

1 Inx 1, 

xarctg x 

Vl 4x 

~ = 

u=arctgx => du= dex 
1+x? 

Pewenue. [ = = 

dy = => v=V1l4x2 
+X 

= ¥1+x? -arctgx— | 

Задача 211. Вычислить / = | dx, ХЕ (-о°, +09). 

= 1+ х2 -arctgx—In [x+vx? +1 +С. 

sin 2хах 
Sy 

\1+с05* x 

-In (соя? х+\/1+с05% x}+C. 

lea 
Задача 212. Вычислить / = ХЕ (—00, +00), 

d(cos? x) 

Л + (cos x)” 
Решение. [ =- 

Задача 213. Вычислить / = - j= атссозх ОХ dx, хе (-1, 1). 2 
Решение. 

и = агссо$ х > du=- dx . 

V1—x? 

3x 1-х? = | 1-/а 
[= dy = —~ > y= a, |=-\ = . 
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f_-x2 
Таким образом, / =- | = (x? + 2arccosx— [3+3 Ja = 

V1 -х2 
= Ss + Darccasx-[Fx+5% }re. 

Задача 214. Вычислить | = jz arcigx 
1+ x? 

dx, ХЕ (-0°, +00). 

Решение. [ = Де —1+ .1 arctg хах = 1 (ага x)? + [1 ‚где 
x +1 2 

1 = J —l)arctg xdx. 

u=arctgx => du= ax. 2° 3 
Имеем /, = | * |= [хе - 

dv=(x*-l)dx => yar-_y 

3 3 
= [5-х arctg x - + {dt + 2 at _ [3 - x arte 

2 2 = 
_ +—1 +1)+С. 6 3 n (x ) 

Следовательно, 

3 2 _ 
= 5 (aretg x)? +(x pets ~ г + (x? +1)+C= 

x3 x2 
= 5 (aretgx)? + «(5x presse + 3m (x? +0-+С. 

Задача 215. Вычислить / = Рея 
2); 

dx, ХЕ (-о°, +09), 
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| ах | u=arcctgx => du=-——>; 
arcctg x 

Рещение. Г = xde ! ' о 2) 

-1| dx __ агсавх _1 п=| dx 

27 (1+2) AL+x?) 20 HE 

‚ В=0, С=0, Ded. Ах + В Cx + D 

J 2 
Имеем Л =—— + 5 ах , где Ast 

1+х 1+х 2 

Значит, 

Гор ЗН ОС: ЗНАНИЕ: 1 асс х+С 
hex?) 2)1+х 2+2?) 2 

arcctg x x | 
- ra > +-— arcctgx+C = 
2(1+x°) 4(1+x*) 4 

Следовательно, / = 

2 | x 
= 5 arcctg x — =~ + 

4(1 + x*) 4(1 + x*) 

хп (х+ Vi+x?) 

(1-х?) 
Задана 216. Вычислить | = | 

ХЕ (-°, —1) 0 (-1, 1) U (I, + ©). 

Г Ах 
u=In (x + 1 +x?) => du= ra 

dy = xdx ye I 
(1— x?) 2 1-x 

Решение. [ = 

ho 

yj In (x +V1+ x?) | № (x+V1 +x?) 

2 1-х 2° (1-х) +х2 2 1-х 
+ 

2 ? a eed ae 2 1х 
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2 2 1+5. |2-[1+— + =Р 
О ОИ И") О ВОИНЫ 

: In (x + 1+ x?) sen x dt j In (x + 1+ x?) 
= —. — . = —. + 

2 1-х 2 р 2 1-х? 
senx, |1 - 2] cul In (x+V1+x%) | 

р +2 1-х? 

sgnx _ |vl+x? - 2х 
+ -In +C. 

4/2 V1 +x? + /2 | 

1)Пусть x > 0. Тогда sgn x =1, |x| = x. Следовательно, 

In (x+ 1+x*) . ЕРЕСИ 

2(1 — x’) ie + Vox 

2)Пусть x < 0. Тогда sgnx = —1, |x| = —x . Следовательно, 

_In (x+1+x?) ip (ex +2] 

2(1 - x’) ee в 

In (х+ +x?) in Wit? - V2x\ 6 

2(1 - x”) ‘aR "ie + 

In (x+ 1+2"). iy Mit? _J2-x 

2(1 - x’) hh + +V2-x 

х > 0, таки для x <0. 

Задача 217. Вычислить / = fvl —x? -arcsin xdx, x (-1,1). 

Значит, / = +С как для 

) aresin x x arcsin Xd 

ee ge Решение. Г = fa = 
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. . . . хах 
xarcsin хах = faresin x- d(arcsin x) — [х arcsin х. 

У -х 

x 

IT 

u=xarcsinx => du=|arcsinx + * ix 
У х2 

dx 
dy = х > vy =-V1—x? 

. М х? . 

(arcsin x)? + х/1 — x? -arcsin x — fv 1-х”. агсыт xdx — | хах = 

—_ 

Ni
 

— 

2 
= 5 (aresin x) + хх? -aresin x - > - I= 

2 
=> 2/ = > (aresin x) + хх? -aresin х-5- = 

xv —х? x? 
5 arcsinx -—7- +. 

Задача 218. Вычислить | = [ха + x)arcctg xdx, ХЕ (-°°, +0). 

> /[ = д (aresin x)? + 

Г .2 | 
x =! 

Решение. [ = dt =< [А+ tarcetg Vidt = 
xdx => 2 

Г 1 dt | 
u=arcetigvt = du=- ; 

_ 5 1+2 2 _1 (+0? arcetgvt | 
2 | 2 2 

y= (14d = ye 

+g) arate r(l +1) arccte ++ +С = 

] 2.2 ] ] 3 
— (1+ tgx+—x+— . 4 | x“) arcctg x 4% 17 * +С 

Задана 219. Вычислить / = [ха +Inx)dx, xe (0, +). 
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Решение. [ = fer™*a +Inx)dx = fex™*d(xIn х) = 

—e* xX 1 С=хХ+С. 

Задача 220. Вычислить | = = | dx 

F =arcsine~ => du= end . 
Решение. [ = [| _ е2х у 

| dv=e"“dx = yv=-e* | 

x 

+| ax = 6 arcsine® + | ы a =-е 
| - е2х (e*)" -1 

d(e~*) 
-| e*y —1 1 

arcsin е* 
» XE (—co, 0). 

= -e™ arcsine* + 

-* arcsine* — 

= —e™ arcsin e* —In (e* + Je?* - |+ С 

=-е_* arcsine* +х-п ( + JI _ e*)+C. 

Задача 221. Вычислить / = | 

Решение. [ = | Wop — > | dy = dt => dx =? | = [2 

[р 

158 

| 
— —— | arcte fdt =2 т 5 J 

arctg е* x/2 

e*!?(1 + e*) 

arctg ¢ 
2 

2arctg t 

[ 
+2] 

(1+1 

’ ХЕ (-°°, + оо). 

arcigt 

ril+s x 

dt —(arctg 6)? = 

1 2 х —(arctgf)* = 

= —(arctg 1)? ~“aretgt + 2Int— In (1 +f7)+C= 

| | 
u=arctgf => du= a 

1+2 

д = __1 

| f - 

= —(arctg e*/? y’ —2e~*/* arctge*/? + x—In (1+е*)+ С.



dx 
(ex*! +1)? -(e*7! +1)? , 

ХЕ (—09, + со). 

dx _ 

(e-e% +1)? —(e7! -e% +1)? © 

=| dx _ 
—(e-e% +1-e7!e* ~1)(e-e* +1+e7'e* +1) 7 

dx e*dx 7 

= Saar e*(e* ch1 +1) = Fai! eX(eXch1+1) _ 

Задача 222. Вычислить | = | 

Решение. | = | 

| e=t |_ 1 Г dt _ 
exdx=dt| 4shl° (chl-1+1) 

2 
__! Дт chil дате 
_ 4shi t chi-t+l 4shl ¢ 4 

| | cth] 
— 1.1 h -f — = ee =. +19 n(chl-f+1)+C 4shi° д X + 

+zeth In (l+e* chl)+C. 

Задача 223. Вычислить | = [vth? x+ldx, ХЕ (-°, +00), 

Рещение. 

их = и = dt; сп? х- sh?x=1 <> ch? х(1- Ш? х) =15 
= = 

dt 
= ch? x= ——~y; dx = ch’ dt=—~5 | 

= l nae Sa (1? + 1) а! =-| (1? -1)+2 dt = 

1-2 ПУ Р-Р 

[м “AT a =—In (r+ i? + 1-24, 
Te Р-Р +1 

где =] dt 
Р-Р 
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| a = -Lsgnt-| 4) TPE a 
- т - 

1+—=у 2 р 

= f =-sgnt- | Y= spnt-f oy = 
У. 2-y у -2 

и f 

и, У +12. Le, sen ¢t-—=In +С =sent-- 
2 |+ Инь В. ni 

nie +1-V2-t, 

Fi ИРА 

‚у +11 
“Wi "Ye +1-\2.1 

2) если <0,то А =- М ttc 
(“+1 —- f 

Следовательно, / =—In (Ут и. = ис = 
t+)—-VJ2¢ 

ny Nth? х+1+ 2 thx 

i" АВ. thx 

Задача 224. Вычислить / = | ея e*dx, xe (-п,п). 

|) если t>0,To Л = 

+С. 

= п (thx +-vth? x+1)+~ +С. 

Решение. 

и = (1+ sinx)e* > du = e*(1+ зшх+ cosx)dx = 

I =| у dx _ dx 

I+cosx eos? X 

—_ „Хх 
е (2 cos’ X+2sinX cos) dx, 

X == 
85 
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=(I+sinx)- tee" -§{2sin = cos = + 2sin? hee = 

= (I+sin x)- 85.2" - | бтх+ 1- с0$ x)e*dx = 

e Xx e 

= (1 +sinx)-tg>-e" —e* —fe* sin xdx + [e* cos xdx. 

cosx +sinx . sin X —COS xX 
Tak как fe* cos хах = e* 5 , fe sin xdx = e* 5 ‚ТО 

х 
[ = И+тх) 18-е +e" cosx+C = 

= e* « + sin x) 85+ (сов -1)|+С = 

= aCe 2sin? 5 —2sin? |+С =е* 85+С. 

Задача 225. Вычислить / = fla] dx , ХЕ (-о°, + 0). 

| хак, если =x 20, 
Решение. Г = = 

-| xdx, если х<0 

x? 

—+С, если x20, 
_) 2 ВЕЛЕЛ, 

x? 2 
5+» если х<0 

ХЕ (-<°, +00), ге C=C, =С. (это следует из условия непрерыв- 
ности первообразной в точке Xx =0). 

Задача 226. Вычислить / = [х |x| dx, хЕ (-5°, + 0), 

[х’ах, хе |0, +); 
Решение. [ = , = 

-[x’dx, хе (-», 0) 

| С [0, + 0) —+C,, ХЕ[О, +); 2 

= ‹ 2 _= Я с, 

+O, ХЕ (-, 0) 
L 
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ХЕ (—00, + 00), где C=C, =С.. (Это следует из условия непрерыв- 

ности первообразной в точке х=0.) 

Задача 227. Вычислить | = | (х+ | х | dx , ХЕ (-°°, +0), 

Решение. [= I(x? + 2x |x| +x") dx = =x + 2] x| x | 4х ; имеем 

2] х|х| dx = ox |x| +С (см.задачу 226). Поэтому J =—x? +. 

д
ю
 

нах | x | HC =? (x4 |х|)+С. 

Задача 228. Вычислить / = | (1+2|-|[1-х|) dx, хе (-°, + ®). 

2, XE (09, — 1); 

Решение. Здесь f(x) = (|1+х|-|1-х])=32х, хе[-Ь1; По- 

2, ХЕ (1, +). 

этому 

-2х+С, xe (-°°, —1); 

[=х2+С, хЕ|[-1 1 
2x+C,, ХЕ (|, +). 

Из условия непрерывности первообразной в точке х = —| находим: 

2+C=1+C, => C, =1+С. 

Из условия непрерывности первообразной в точке х = | находим: 

2+С. =1+С, > С, =С-1=1+С-1=С. 

`-2х+С, ХЕ (-~, -1); 

Следовательно, / =4x2+1+C, xel-l, 1]; = 
2х+С, ХЕ (1, + ©) 

_ (+х)1+>| (1-х) |-> 

7 2 2 

Задача 229. Вычислить /[ = [еЧах ‚ ХЕ (-5°, +00), 

+C, xe (-°, + 09). 
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| е-хах, ХЕ [0, + °з); |-е-х +С, ХЕ [0, + ©); 
Решение. [= = 

Je*dx, ХЕ (—, 0) e~+C,, ХЕ (-°, 0). 

Из условия непрерывности первообразной в точке x = 0 находим: 

—1+С =1+С, => С =C-2. 

_ —х со\* 

Следовательно, / = Ce", xel0, +=); 
C-2+e*, xe (—,0). 

Задача 230. Вычислить | = | пах {1,x7} dx, ХЕ (—09, + 0). 

x2, XE (-©°, ~ 1); 

Решение. f(x) = тах 1х2} = |, xe[-l,1]; Поэтому 

x, ХЕ (1, + ©). 

Г..3 

2-+С, хе (--, -1); 
Г=$ х+С, xe [-1, |]; 

x? 

~+C,, xe(l, +). 
3 

Из условия непрерывности первообразной в точке х = —1 находим 

| 2 
“3+ --1+C> С =-3+С. 

Из условия непрерывности первообразной в точке х = 1 находим 

| 2 
3+2 =1+6 > С aztec. 

Г..3 
х--5+С, ХЕ (-°, —1); 

x+C, хЕ [-1,1]; => Следовательно, / = ‹ 

3 хо 2 
—+=+C, xe(l, +0) 

ix +C, xe [-1, |]; 
=> [=4,3 2 

— +2521 х+ С, ХЕ (-°, —1) U (], + ©). 
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Глава 8 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

$ 1. Понятие определенного интеграла 

Чтобы подойти к понятию определенного интеграла, рассмот- 
рим следующие задачи. 

Задача 1 (о пройденном пути). Тело движется по прямой ли- 
нии, причем его скорость в момент времени {равна v(t), fe [a,b]. 

Найти значение пути 5, пройденного телом за промежуток време- 
ни OT f=a до t=b (a<b). | 

» Разбиваем промежуток времени [a,b] произвольным обра- 
30M на п частичных промежутков [4,4%,,], К =0,1,2,....п-1 
(а=ц<1<6Ь <... << =). Полагаем Ah =h%,,-4, 

A= max{Afy, ДА, ...,At,_,}. Предполагаем частичные промежутки 

столь малыми, что в течение промежутка времени [f,,f,4;,] ско- 
рость v(t) тела можно приближенно считать постоянной, равной 
v(t), T — любое, принадлежащее [t, ,f,,,]. Гогда значение пути 
AS, , пройденного телом за промежуток времени от f=% до t=h,,,, 
будет приближенно выражаться формулой 

AS, = v(t, ) “(teal —t,) = v(t, ) “At . 

Значение всего Пути 5, пройденного телом за промежуток време- 

НИ OT f=a до #1 =[, будет приближенно выражаться суммой, CO- 

стоящей из л слагаемых 

n-| _ 

5 = У(1у) - Aly + V(t) АН +... + V(Tq__1) AG = У v(t],)- AG . (1) 
k=0 

Интуитивно ясно, что чем меньше частичные промежутки Bpe- 
мени [11,41 |, тем меньше ошибка, которую мы делаем, считая дви- 
жение в течение всего промежутка [f,,t,,,] равномерным. 
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Поэтому естественно принять за путь 5, пройденный телом за 

промежуток времени от f=a до [=6 (а<Ь), предел суммы (I) 
при А > 0 ,т.е. 

n-| 

S=lim У у(1ь)- А (0 > п> о). 4 
A-0 0 

Задача 2 (о массе неодно- ° ee ———_>- 
родного стержня). Имеется 0 а b Хх 
неоднородный стержень длины 

[(=6-а) (рис. 8.1). Пусть p(x), 

x € [a,b], — линейная плотность распределения массы вдоль стер- 

жня. Найти массу т этого стержня. 
Разбиваем стержень произвольным образом Ha л участков 

[х%.мн|, К =0,1,2,...п-1 (@= XxX <X < XQ <... < ХЦ < xX, =O). 

Полагаем Ax, = хи —X,, А = max {Axp, Ax, ...,AX,_;}. Предпола- 
гаем частичные промежутки столь малыми, что на участке от X = X, 
до X = X,,, линейную плотность распределения массы p(X) вдоль 
стержня можно считать постоянной, равной p(E,), где &, — лю- 
бое, принадлежащее [X,,X,4,]. Тогда масса Ат, k-ro участка стер- 
жня будет приближенно выражаться формулой 

Amy, = p(Ex)- Ax, . 

Macca т всего стержня будет выражаться приближенно суммой, 

состоящей из л слагаемых 

Рис. 8.1. K задаче о массе стержня 

т=р(5) Аж + P(E) Ax, +... +P (Ent) Ах, = 
п-1 (2) 

= >) PEK) AX. 
k=0 

И здесь интуитивно ясно, что чем мельче участки [X,,X,4,], тем 

меньше ошибка, которую мы делаем, считая участок стержня 
[хх] однородным. Поэтому за массу стержня естественно при- 
нять предел суммы (2) при 24> 0,т.е. 

п-1 
т = Шт У p(&)- Ax, (A720 > n> ~). 4 

Введем теперь понятие определенного интеграла. 

Пусть функция f(x) задана на промежутке [a,b] (au -— ко- 
нечные числа, qa <b). Проделаем следующие операции. 
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1. Разбиваем промежуток [a,b] произвольным образом Ha п ча- 

стичных промежутков [ху , Хи], = 0, 1,2,...п-1 (а=х <х <х, < 

<... < Хи <х, =5). Полагаем Ах, = ху — хи, А = max {Ах, AX, ..., 

Ах„_1 } (число А. будем называть рангом дробления). Отметим, что п — оо, 

если A> OQ. 

2. В каждом частичном промежутке [X;,,X;,,,;] берем произволь- 
ную точку €, и вычисляем в ней значение функции J, т. е. находим 

fEx)- 
3. Умножаем найденное значение функции на длину соответ- 

ствующего частичного промежутка 

FS (EK) (хин — Xx) (S(Ex) -Ax,),k = 0, |, 2, ....П-| . 

4. Складываем все такие произведения. Получаем сумму 

n-| 

с= У Л(Е,)- Ax, , 
k=0 

Сумму св будем называть интегральной суммой Римана. Отме- 

тим, что с зависит, вообще говоря, как от способа разбиения [a, 5] 
на части [X,,X,,,], так и от выбора точек E, в [хх]. 

5. Измельчаем дробление так, чтобы A > 0, и ищем lim с. 
> 

Если существует конечный предел J = limo и этот предел не 

зависит ни от способа разбиения промежутка [a,b] на части 

[%, Жи, А =0,2—1, ни от способа выбора точек &х в [хи Хи] » TO 

его называют определенным интегралом от функции f(x) в про- 

b 
межутке [a,b] и обозначают символом | SI (x)dx. 

a 

Таким образом, 

b b n-| 

J F)dx = limo J Лодах = fim >, Fx) Ax (1) 

(число а — нижний предел, а число b — верхний предел интеграла). 

Замечание 1. Соотношение J = limo означает: любому числу 
— 

= >0 отвечает число б> 0 такое, что для любого разбиения про- 

межутка [a,b] начасти [х,, х,. |, У которого ранг дробления 1 < §, 
независимо от выбора точек &, на частичных промежутках [X, ‚Хи. |, 

оказывается [6 -./|<<. 
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Следует обратить внимание, что здесь мы имеем дело с новым 
типом предельного перехода. 

b 
Если у функции f(x), определенной в [a,b] , существует | Ао)ах, 

а 

то будем говорить, что f(x) интегрируема в [a,b], и писать 

f(x)e Е ([а,6]) (f(x) принадлежит классу А в промежутке [а,6]). 

Замечание 2. Неу всякой функции f(x) , определенной в [a,b], 

b 
существует | У<х)ах . Убедимся в этом на следующем примере. 

а 

Пусть функция f(x) задана на промежутке [a,b] так: 

79 =] 
(f(x), хе [a,b] — функция Дирихле). 

Разобьем промежуток [a,b] произвольным образом на части 

[%,Жжн|, К=0,н-1 (а=ж <х, <х) <... <x, =O). Если 

в качестве точек Ey в [X,,X;,,,;] брать рациональные точки, то по- 

лучим 

|) если х- рациональная точка, 

0, если х- иррациональная точка. 

п-1 п-1| 

с= У Л(Е,)- Ах, = У 1. Ах, =b-a. 
k=0 k=0 

Если в качестве точек E, в [X;,,X,,,] брать иррациональные точки, 
то получим 

n-| п-| 

o=> f(—&)- Ах, = У 0-Ах, =0. 
k=0 k=0 

Видим, что для функции Дирихле не существует предела интег- 
ральных сумм, не зависящего от способа выбора точек &} в [X,,X,41]. 
Значит, f(x) é К ([а,6]). 

Ниже, в $ 3 этой главы, будут установлены некоторые классы 
функций, интегрируемых в промежутке [a,b]. В частности, будет 

b 
доказано, что | f(x)dx существует, если /(х)е С ([а,6]). 

Замечание 3. Принимая во внимание определение определен- 
ного интеграла, можно заключить. 
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В задаче | значение пути 5, пройденного телом за промежуток 

времени от f=a до #=6 (а< в), определяется по формуле 

b 

S = [v(tydt. 

В задаче 2 Macca т неоднородного стержня с линейной плотнос- 
тью распределения массы p(x), хе [a,b] определяется по формуле 

b 
m = [p(x)dx. 

b b 
Здесь, конечно, предполагается, что | v(t)dt и | p(x)dx существуют. 

а а 

b 
Выясним геометрический смысл интеграла J Уодах. Он вы- 

а 

текает из решения следующей задачи. 
Пусть функция f(x) e С ([а,6]) и f(x) 20, хе [a,b] (a<b). Рас- 

сматривается фигура, ограниченная снизу осью Ох, сверху графи- 
ком функции y= f(x), а с боков отрезками прямых X =a, x=b. 
(Такая фигура называется криволинейной трапецией, рис. 8.2.) 
Требуется найти площадь 5 этой криволинейной трапеции. 

№» Разбиваем промежуток [a,b] произвольным образом на я 

частичных промежутков [X,,X;,4,], А =0, п-1, точками: 

а=х <х <... <<<... SX, HO. 

Ay 

y=f(xp 
a a 

=~ > 
а=х, ХХ, +] x, =b 

Рис. 8.2. K определению площади 
криволинейной трапеции 

168



Через точки дробления проводим от- А у 
резки прямых параллельно оси Оу. 
Криволинейная трапеция разобьется 
при этом на и полос. Рассмотрим А-ю | 
полосу. Обозначим через 5, плошадь | 
к-й полосы. У нас f(x)e С ([а,6]) => М, т, 
f(x) в С ([х,хш]) = f(x) достига- | | 
ет на промежутке [X,,X;,,,] своих Г \ x 
наименьшего и наибольшего 3Ha- № 

чений т, =Л (Gx) » My = S(Ex), где Рис. 8.3. K выводу формулы 
ЕЕ [хх] и бе [хх]. Рас- для площади криволи- 

нейной трапеции 
смотрим два прямоугольника. У них 

общим основанием является отрезок ху хи. , а высотами являются 
соответственно 7, и М, (рис. 8.3). Ясно, что 

ту (Хин! — Xp) < Sy < Мен -хь), k=0,n-1. 

Просуммировав эти неравенства по значку К oT 0 до п-1 , получим 

п-| п-1 п _ п = _ 

У тк Ах, <5 < У М. Ах, » ИЛИ У Л(ЕК)Ахь <5 < У S(E AX . (3) 

k=0 k=-0 k=0 k=0 

п  _ n-l = 
В этом неравенстве суммы У, /(5,)Ах,, У Л(Е,)Ах, являются 

k=0 k=0 

интегральными суммами Римана для функции f(x) в промежут- 

ке [a,b]. Так kak /(х)е С ([а,5]) ‚то Л(х)е А ([а,5]) > lim с суще- 

b 
ствует и равен | i (x)dx . Переходя в неравенстве (3) к пределу 

а 

при А, —› 0 , получаем 

5 = ба. 

Читая эту формулу справа налево, выясняем геометрический смысл 
интеграла. 

b 
Если f(x) непрерывна и положительна Ha [a,b], TO | i (x)dx 

a 

равен площади криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
x=a,x=b, y=0, у=/ (x). 
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Заметим, что современное представление о площади плоской 
фигуры читатель найдет в главе 10, посвященной приложениям 
определенного интеграла. 

Установим теперь необходимое условие интегрируемости функ- 
ции f(x) на промежутке [a,b]. 

Теорема (06 ограниченности функции / (x), интегрируемой в [а,6]). 
Если функция Л(х)е А ([а,6]),‚ то f(x) — ограниченная в про- 

межутке [a,b]. 

* }> По условию f(x)e А ([а, Ь]). Пусть J = дак. Но тогда 

любому = > 0 отвечает 6 > 0 такое, что для любого способа разби- 

ения [a,b] начасти [ху ху], У которого A < 6, независимо от вы- 

бора точек &, на частичных промежутках [хх ‚хин | , будет |o-J| <e. 

В частности, числу ==1 (> 0) будет отвечать 6 > 0 такое, что для 

любого способа разбиения [a,b] на части [хх |, у которого 

А, <б, независимо от выбора точек E, на частичных промежутках 

[Хи › Хи! | › будет [6 -/|<1. 
Возьмем любой способ разбиения [a,b] на части [X,,Xz4,], 

у которого A < 6, и закрепим его. (Тогда Ax, = X44, - хи, kK =0,n-1 

будуг определенными числами.) Для такого способа разбиения 

[a,b] на части [х/ ‚Хх |, независимо от выбора точек &х в [хх , Хи |, 

К =0, п-1, будем иметь 

<1. 
n-l 

У, fx) - Ах, -J 
k=0 

Теперь выберем и закрепим точки &,,6., ..., &„_, соответствен- 

но в промежутках [х1›Х>], [x2, Хз] > “8% 9 [Xn-1> Xn] (тогда (Е), 

F(E2), ..., ЛЕ) будут определенными числами). Точку Ep оста- 

BUM свободной в промежутке [хо,х!] (т.е. точка & может зани- 

мать любое положение в промежутке [х,х!]|). Будем иметь 

< | 
n-| 

AC es ~%0) + >.) “Ax, —J 
=I 

для любого положения точки Ep в [Xp,X,]. Положим 

п-| 

CHI XS Eu) Ar 
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(С — определенное число). Предыдущее неравенство запишется 
теперь так: 

|f(Eo) «(x1 -№)-С]| < 1, точка Eq € [х,х|. (2) 
Имеем 

F (G0) (%1 -ж) = (F Eo) (%1 - %) -C)+C = 

> [£(Eo) (хи - X0)| < [1 (о) (41 - %) -C] +|C] = (3) 

= боди «На = [7G] < 

+[С| Так как X= Xp — определенное число и так как неравенство (3) 
| 

имеет место для любого положения точки Ep, в промежутке [х,х|]|, 
то заключаем, что функция f(x) — ограниченная в промежутке 
[Xo,X,]. Совершенно аналогично устанавливается ограниченность 
функции f(x) в каждом из промежутков [X),X2], [X2,%3], ..., 
[хиьх, |. 

Положим 

Мо = sup fC}, Му = sup ДИС, 1 М, = sup ДИОЭ- 
{x .%1] Хл-1 Xn] 

Пусть 

М = тах { Мо, Ми, ..., М, }. 

Тогда |/(х)] < М , хе [а,6] > f(x) — ограниченная в [a,b]. 4 

Заменание 4. Доказанная теорема необратима, т. е. не всякая фун- 
кция f(x), заданная в [a,b] и ограниченная там, оказывается ин- 

тегрируемой в [a,b] (например, функция Дирихле). Следовательно, 
ограниченность функции f(x) на промежутке [a,b] является лишь 
необходимым условием интегрируемости этой функции в [а,6]. 

$ 2. Признаки интегрируемости функций 

Пусть ограниченная функция f(x) задана на промежутке [a, 6] 
(a <b; а, Ь — конечные числа). 

b 
На вопрос, существует или не существует | i (x)dx , ответить, 

a 

пользуясь непосредственным определением определенного интеграла, 
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удается сравнительно легко лишь в отдельных частных случаях. 
В связи с этим оказывается важным установление признаков ин- 
тегрируемости функции f(x) в промежутке [a,b]. Но признаки 
интегрируемости функции f(x) в [a,b], как мы увидим ниже, со- 
держат понятия верхней и нижней сумм Дарбу. Поэтому необхо- 
димо ввести эти понятия. 

Итак, пусть f(x) — ограниченная функция, определенная на 

промежутке [a,b]. Разобьем [a,b] на части [x,,%4,], k =0,n-1 

(a =X <X,<...< XxX, =5). Так как f(x) — ограниченная Ha [a,b], 

то она — ограниченная и на каждом частичном промежутке 

[хх], & =0, 1-1. Положим 

m, = inf ALCO}, M, = sup {f(x)}, k=0,n-1. 
Xk Xk Xp ХЕ +1 

Отметим, что числа т, и М, (Е =0, п-1) существуют, ибо мно- 

жество {f(x)}, хе [x,,x%4;] — ограниченное и снизу, и сверху. 

Составим суммы 

п-1 п-1 

s= >) m-Ax,, 5=У M,-Ax, . 
k=0 k=0 

Эти суммы называют соответственно нижней и верхней суммами 
Дарбу, отвечающими данному способу разбиения промежутка [а,5] 

на части [X;,,X,4)]. 
Отметим, что для закрепленного способа дробления проме- 

жутка [a,b] на части [х, ‚хи суммы Su 5 — определенные числа. 
Если способ дробления изменить, то изменятся, вообще говоря, 
и числа 5$и 5. 

Отметим далее, что интегральные суммы Римана с даже для 
закрепленного способа дробления промежутка [a,b] на части 
[Xp 5X44, ] принимают, вообще говоря, бесчисленное множество зна- 
чений (за счет различного выбора точек Ё; в [хх ]). 

Суммы Дарбу обладают следующими свойствами. 

1. Пусть 5 и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 
закрепленному способу дробления промежутка [a,b]. Пусть {с} — 
множество интегральных сумм Римана, отвечающих этому же спо- 

собу дробления промежутка [a,b]. Тогда 5 <6<<5, ce {o}. 

} Из определений нижней и верхней границ множества {f(x)}, 

ХЕ [хи хи |, имеем 

ти < 1(Е;)< Ми, Se € [Xe хин] (К =0,п-1). 
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Умножим каждое из неравенств на Ах, (y Hac Ах, > 0). Получим 

т, AX, < ДЕ, ) Ах, < M, Ах, (k = 0, N= 1) . 

Просуммируем эти неравенства по значку К от 0 до п-1. Получим 

п-1 п-1 п-| 

У, MAX, < У, LEAR, < У, MAX, , 
k=0 k=0 k=0 

T.essosS.q 
2. Пусть $ и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 

закрепленному способу дробления промежутка [a,b]. Пусть {6} — 

множество интегральных сумм Римана, отвечающих этому же спо- 

собу дробления промежутка [a,b]. Тогда 5 = inf {o}, 5 =sup{o}. 

» Покажем, например, что S = зир{с}. 

Пусть наш закрепленный способ дробления промежутка [a, b] 

осуществлен точками 

Хо, Хрь ХФ, 0009 Хи, Хань ++ Xp 

(а=№% <х! < XQ <... <<<... SX, =). 

Возьмем = > 0 — любое. У нас М, = sup {f(x)}. Рассмотрим 
| [x, ХЕ] 

= .. 
число M, — An По свойству Supremum’a утверждаем: Ha проме- 

и Xp 

жутке [X,,X,,,] обязательно найдется хоть одна точка E, такая, 
что будет 

Л) > My -—— ; 
k 

Умножим обе части неравенства на Ах, (Ax, > 0). Получим 

FER )Ахь > Мк Ах, -= (kK =0,n-1). 

Просуммируем эти неравенства по значку А oT 0 n0 2 — 1. Получим 

n-l n- 

У FE AX, > 
20 k 

| 
M, Ax, —=,т.е. 6>5-:. 

0 

n-l _ 

Здесь б = У Л(Е,)Ах, (6 — одна из интегральных сумм Римана, 
k=0 

входящих в состав {o}). 

173



Имеем по свойству 1: 

б<5, СЕ {6} => S— верхняя граница {с}. 

Последнее означает, что множество {6} — ограниченное сверху. 

Но тогда, как известно, существует зир{с}. Пусть y = sup{o}. Ясно, 

что у <.5 (ибо у— точная верхняя граница {с} ‚ a 5 — просто верх- 

няя граница {с}). Ясно далее, что o < 1, oe {с}. Следовательно, 

б < у, азначит, y> S —e (так как б > 5-е). Имеем, таким образом, 

S-e<ysS. 

В последнем соотношении $ > 0 — любое, сколь угодно малое. Ста- 
нем изменять = так, чтобы было = > 0. Но тогда из предыдущего 
неравенства следует, что 

у=5 т.е. 5 =sup{o}. 

Совершенно аналогично можно убедиться в том, что 5 = inf {с}. 4 

3. Пусть 5 и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 
закрепленному способу дробления промежутка [a,b]. Пусть этот 
закрепленный способ дробления промежутка [a,b] осуществлен 

точками ху, Х|, Хо, ..., ХХ... Хи (@=№М <х  <Х) <... << ХХ < 
<...<х, =6). Добавим теперь еще одну точку дробления Х, 
(X;<X;<%X;,;), (все прежние точки дробления сохраняются) 
(рис. 8.4). В результате у нас получится некоторый новый способ 
дробления промежутка [a,b]. Пусть $ и 5 — нижняя и верхняя 

суммы Дарбу, отвечающие этому новому способу дробления про- 

межутка [а,5]. Справедливо утверждение, что 

5<5,а$>5, 
т. е. что от добавления новых точек дробления верхняя сумма Дар- 
бу не увеличивается, а нижняя сумма Дарбу не уменьшается. 

Г 
| 

a=X Xx, Хх eee Хх =bh 

a 

1 1 1 

|| || || 

о Л 1-Х, ны 12 

Рис. 8.4. Иллюстрация к свойству 3 сумм Дарбу 

> Покажем, например, что 5 <5. Имеем 

S = Mo(x, — Xp) + My (х› -х!) +... + Mj) (%; — %_-)) + 

+M (X41 — Х,) + Mia X42 = Xia) + ee + Mi (Xn = Xn). 
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Все слагаемые суммы 55, кроме одного, подчеркнутого, войдут без 
изменения в выражение для 5. Вместо слагаемого M;(x;,;—;), 
входящего в выражение для 5, в составе суммы 5 окажутся два 
слагаемых 

M(x; —X;), Мхи ~ X;) . 

Здесь М; = sup {f(x)}, Мг= sup {f(x)}. Так как г : 
(x;.x; Хх 

{f(x)}, хе [хьх/] < {f(x}, XE [Хх] 9 

{ f(x)}, x е [Хь хи < {f(x)}, хе [X15 Хы] ’ 

то М; < M,, M; < М,. Поэтому 

и“ a ow 

МИХ; — X;) + Мхи — Xj) < 

< M(x; -х;) + Mi Xin -Х,) = Mi (Xin - X)). 

Следовательно, S <S. 
Совершенно аналогично можно убедиться в том, что S25. 4 
4. Выше было отмечено, что для закрепленного способа дроб- 

ления промежутка [a,b] нижняя и верхняя суммы Дарбу su 5 суть 

определенные числа. Если же способ дробления промежутка [а, 6] 
изменить, то изменятся, вообще говоря, и числа 5, 5. Следовательно, 
как 5, так и 5 принимают, вообще говоря, бесконечное множество 
значений. 

Пусть {5} — множество значений, принимаемых нижней сум- 

мой Дарбу, {5} — множество значений, принимаемых верхней сум- 

мой Дарбу. Справедливо утверждение. 

Всякая нижняя сумма Дарбу не больше любой верхней суммы 

Дарбу, т. е. для всякой 5 из {5} и для всякой 5 из {5} оказывается 

5<5. 
> Пусть Ги // — любые два различных способа дробления про- 

межутка [a,b] на части. Пусть 51 и 5, — нижняя и верхняя суммы 
Дарбу, отвечающие способу дробления /, s, и S, — нижняя и верх- 
няя суммы Дарбу, отвечающие способу дробления //. Утверждение 

будет доказано, если показать, что $1 < 5. 
K точкам, осуществляющим дробление способом /, добавим 

точки, осуществляющие дробление способом //. Получим некото- 

рый новый способ дробления /1/. Ясно, что $; < 5%. 
Так как способ дробления /// получен из способа дробления / 

добавлением новых точек дробления, TO, по свойству 3, 53 2 51. Можно 
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считать также, что способ дробления /// получен из способа дроб- 
ления // добавлением новых точек дробления. Поэтому, по свой- 
CTBY 3, 53 < 5> . 

Итак, имеем: 

51 < 53, 53 < 5., 93 < 5) => 5$] < 5) <q 

Приступим к установлению признаков интегрируемости функ- 
ций (полезность знания таковых отмечалась в начале § 2). 

Теорема 1 (основной признак интегрируемости). Пусть функ- 
ция f(x) — ограниченная, заданная на [a,b]. Для того, чтобы 

f(x) е К([4,6]) , необходимо и достаточно, чтобы было 

lim ($-5)=0 

(разности S— 5 составляются каждый раз из чисел 5и 5, отвечаю- 

щих одному и тому же способу дробления промежутка [a, b) ). 

* > Необходимость. Дано: f(x) € Ё ([а,6]). Доказать: lim (S—s)=0. 

Возьмем = > 0 — любое. По условию f(x)e R([a,b]) = взято- 

му => 0 отвечает д > 0 такое, что для любого разбиения [a,b] на 

части [хи], У которого A < 6, для каждой с из множества 16}, 

отвечающих этому способу разбиения, будет |o- J | < 5. Выберем и 

закрепим какой-нибудь способ разбиения [a,b] на части [X,,X,4,], 

у которого А, < 5. Будем иметь |o -J| < 1 o € {o} (здесь {o} — мно- 

жество интегральных сумм Римана, отвечающих нашему закреп- 

ленному способу разбиения [a,b] ), или, что все равно, 

J-L<o<J+e, oe {o}. (1) 
3 3 

1) Из соотношения (1) имеем, в частности, в < J +3, СЕ {6} > 

> |. 5] — верхняя граница {с}. Мы знаем, что S = sup{o}. По- 

этому 

55+ (2) 
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(S— верхняя сумма Дарбу, отвечающая нашему закрепленному 
способу разбиения [а,65]). 

€ 
2) Из соотношения (1) имеем также <>/-з, ce{o} => 

(4 $] — нижняя граница {с}. Мы знаем, что 5 = inf {o}. По- 

этому 

Е 
2J-= 3 5 3 (3) 

(5 — нижняя сумма Дарбу, отвечающая нашему закрепленному 

способу разбиения [a, 5] ). 

Из соотношений (2) и (3) следует, что 

055-53. 

Тогда 0<5-5<= = |5 - 35| <=. Последнее неравенство полу- 

чено нами лишь в предположении, что А, < 5. Следовательно, 

lim (5-5) =0. 
А>0 

Необходимость доказана. «4 

}> /Достаточность. Дано: lim (5-5) =0.Доказать: f(x) € А ([а,5]). 

По условию, lim (S —s) =0. Это означает, что любому = > 0 от- 

вечает 5>0 такое, что для любого разбиения [a,b] на части 

[хх |» У которого 4 < 8, оказывается |[S—s|<e, или S—s<e 

(так как 5 -5>0). 

Рассмотрим множества {5} и {5}. Выберем и закрепим любую 

Suz {5}. Обозначим ее через Sp. По свойству 4 сумм Дарбу, имеем 

5<50, se{s}: 

Это означает, что {5} ограничено сверху. Ho тогда, как мы знаем, 

существует $ир{5}. Пусть A = sup{s} (A — определенное число). Ясно, 

ЧТО SSA, se {5}. Ясно далее, что А < 5% (так как А — точная верх- 

HAA граница {5}, а Sy — просто верхняя граница этого множества). 
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У нас Sy — любая из {5}. Следовательно, ASS, Se {S}. Takum 

образом, получили 

SSASS. (4) 
Отметим, что в соотношении (4) 5 и 5 могут отвечать как различ- 

ным, так и одному и тому же способу разбиения [a,b] на части. 

Возьмем любой способ разбиения [a,b] на части. Пусть {o} — 

множество интегральных сумм Римана, отвечающих этому спосо- 

бу разбиения [a,b], аби S— нижняя и верхняя суммы Дарбу. 
Одновременно будут иметь место соотношения 

550<5, бЕ{6}; 5<А<б. 

Тогда 

-(S-s)<o-As(S-s), ce {o}, 

lo- Al <(S-s), ce {o}. 

Если брать любой способ разбиения [a,b] на части, у которого 
А. <б, то будет 5 —5 <=, а значит, 

lo-Al<e, ce {o}. 
Последнее означает, что 

А= lim 6 = /(х)е К(([4,6]). 

Достаточность доказана. +4 
Замечание. Имеем 

п-| п-1 

5—5 = У, M,Ax, - у m, Ах, — у (М, — Mm, JAX, = 2. W, AX, . 

k=0 k=0 k=0 

Здесь o, = М, -т, — колебание функции f(x) в промежутке 

[ХХ]. 
Теперь основной признак интегрируемости функций может быть 

сформулирован так. 
Пусть f(x) — ограниченная, заданная Ha [а,5] . Для того, чтобы 

f(x) е В ([а,6]) ‚ необходимо и достаточно, чтобы любому = > 0 от- 

вечало 6>0 такое, что для любого способа разбиения [a,b] на 

п-1 

части [х, Хх], У которого А, < 6, былобы У WAX, <:. 
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Теорема 2. Пусть f(x) € R ([a,6]). Пусть [4,6] < [a,b] (as a<b <b). 

Тогда f(x)e R([a,5)). 

* }> Возьмем e>0 — любое. По условию, /(х)е А([а,6]) = 

= взятому => 0 отвечает б > 0 такое, что для любого способа раз- 

биения [a,b] на части [ху , хи], YKOTO- ,» 4 1 

рого А, <б, будет а а b b 

n-| 

0<S-sz= у. WAX, <€ Puc. 8.5. К доказательству 

k=0 | теоремы 2 

Могут реализоваться два случая. 

Случай [. Точки 4 и 6 оказываются точками разбиения [a,b] 
на части [x,,X,,,]. В этом случае разбиение промежутка [a,b] на 

части дает также и разбиение промежутка [4,6]. 

Пусть 5 и $ — верхняя и нижняя суммы Дарбу, соответству- 

ющие разбиению промежутка [4,6]. Tak как каждое слагаемое, вхо- 

дящее в состав выражения для 5-$, будет также слагаемым 
в выражении для 5—5 , и так как все слагаемые в выражениях для 

5-5и5-5 неотрицательные, то будем иметь 

0<5-5<5-5<:. 
Случай 2. Хотя бы одна из точек G4, b не является точкой разби- 

ения промежутка [a,b]. 

В этом случае добавим к точкам разбиения промежутка [а,5] 
на части точки a,b (одну или обе сразу). В результате получим 

новый способ разбиения промежутка [a,b] на части. 

Пусть Ss и 5 — верхняя и нижняя суммы Дарбу, отвечаю- 

щие этому новому способу разбиения промежутка [a,b]. Мы 

знаем по свойству сумм Дарбу, что & <5,а Ss >25. Поэтому 

0.5, — 5 <5-—5<в. Но по случаю 1: 0<.5-$< 5, — 5». Следова- 

тельно, O< S—S<e. 

Таким образом, как в случае |, так и в случае 2 получили 

0<.5-$<е, если A<5. Значит, Г(х)е Е ([4,5]). < 

Теорема 3. Пусть f(x) — ограниченная, заданная на [а,5]. Пусть 

a<c<b. Пусть, далее, f(x)e К([а,с]) и f(x)e К([с,6]). Тогда 

f(x) е Е ([а,6]) , причем 
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b c b 

[ f(x)dx = [f(x)dx + | f(x)ax. 

* } Возьмем = > 0 — любое. По условию, f(x) € R([a,c]) = взя- 

тому => 0 отвечает 6 > 0 такое, что для любого способа разбие- 

ния [a,c] на части, у которого A < 6, будет 

' Р ’ = - €& 
а С Ь 055-5<3. 

Рис. 8.6. К доказа-. Здесь $ и $ — нижняя и верхняя суммы 
тельству теоремы 

у теор Дарбу для f(x) в [a,c], соответствующие 

любому разбиению [a,c] на части, у которого A< 5. 

По условию, f(x)e А ([с,6]) = взятому =>0 отвечает 6>0 

такое, что для любого способа разбиения [с,5] на части, у которого 

a <5, будет 

0<S-S< 

Здесь $ и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу для f(x) в [c,d]. 

Так как f(x) — ограниченная на [a, 5] функция, TO существу- 

ют inf {f(x)} и sup {f(x)}, а значит, существует © (© — колебание 
a, [а,5] 

f(x) на [a, 5)). 

Положим б= шт |6 и рассмотрим разбиение [а,5] Ha 

части [X,,X,4,;] — любое, но такое, у которого А, < 6. 

Могут реализоваться следующие два случая. 

Случай 1, Точка с является точкой разбиения промежутка [а, 6]. 

Случай 2. Точка с не является точкой разбиения промежутка [а, 6]. 

Если реализуется случай 1, то будем иметь 

0<S-s=(S-5)+($-H< 545 > Q0<S-s<e, 
3 
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Последнее неравенство получено нами лишь в предположении, 

что 4 < 6. Следовательно, f(x) € К ([а, b]). Кроме того, имеем в этом 

случае 

o(f) =с(/) ro), 
[a,b] [a,c] [с,5] 

и, следовательно, переходя к пределу при A > 0, получим 

b с , 

| Года = | ода + | годах. 

1 } } 
| 1 } 

х.=а x x, x. x; Xia) 

Рис. 8.7. К. доказательству теоремы 3 

Допустим теперь, что реализуется случай 2. Пусть x; <с<х,.1 

(рис. 8.7). Тогда 

п-| 

0<S-s= У в, AX, = 

k=0 

= Ах + WAX, +... +®, Ах, + WAX; + O74, AXj41 +. + 

+0,,; AX) = 5 Ах + WAX, +... +O; )AX_) + O;(C — X;) + 

+ O;(Xj4) —C) + Wj4,AX%jy) + ... +O, AX, 1 + 

+[ Ax; — &(¢ — X;) - (ха - c) | = 

= (§ -5) + (S -5) +[0,Ax, - &(¢ - x,) - (41-9) J. 
Tak Kak 

ln,Ax; - @,(с-х,) - ©; (ха - с) < 

<|ю:Ах,|+ |6 (с x;)| + 6. -6] 50.3 < 9.36 < 7 

то получаем O<S-s<e, 

Л(х) в К ([а,6]). 

если ^<б. Отсюда следует, что 
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Имеем, далее, в этом случае 

o(J) = f (Go )AX + Л(Е,)Ах, + ... + Л(5,)Ах;-1 + 

+f (Ei )AX, + Л(Е AX + ... + Л(&,)Ахи- = 

= Л(Ео)Ахо + Л(Е AX + ... + ЛЕ АХ, + (6) (с-х,) + 

+ (Е (хи -©)+Л (Ах + ... + Л(6,-Ахи- + 

+| Ах - ЛЕ)(с-х,)- ЛЕ - с) = 

=o(f) + oJ) + SE)Ax; _ ЛЕ, (с — X;) - Ен -c)| . 
[а.с] 

(здесь E; € [x;,c], E; € [c,X;41]). 
Таким образом, получили: 

o(f)=a(/) +o) +(6.M.B. при А, > 0). 
(a,b) [a,c] 

Переходя в последнем соотношении к пределу при A > 0, получим 

b с b 

J fx)dx = J f(x)dx + [Уодах. 4 

$ 3. Классы интегрируемых функций 

Установим некоторые классы интегрируемых функций, исполь- 
зуя признаки интегрируемости. 

Теорема 1. Если Л(х)е С ([а,6]), то f(x)e В (|а,6]) (т.е. если 

b 
функция f(x) определена и непрерывна Ha [a,b], To J S(x)dx cy- 

a 

ществует). 

» Возьмем = > 0 — любое. По условию, f(x) € С ([а,6]) => f(x) 

равномерно непрерывна на [a,b] (см. теорему Кантора) = взято- 

му => 0 отвечает 6 > 0 такое, что для любого разбиения [a,b] на 

части [ху ху], У которого А, <0, будет a, < 

для всех k =0, п-1 (см. следствие из теоремы Кантора). 
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Возьмем любой способ разбиения [a,b] на части [X,,X,4)] 

(k =0,n-1), у которого А, < 6. Будем иметь для такого способа раз- 

биения 

n-\| А n-| € Ax Е п-| € В 

(). АХ, < —_ ‚= — Ах, = ——-.(0-а) =$. 
py oe фа ‘ —apa ^^ b-a 

n-| 

Неравенство 0s У wo, Ax, < = получено нами лишь в предпо- 
k=0 

ложении, что A <б. Последнее означает, что f(x) e К ([а,6]). 4 
Теорема 2. Пусть ограниченная функция f(x) задана на [а,6] 

и является там монотонной. Тогда f(x) e€ К ([а,5]). 
>» Для определенности рассмотрим случай, когда f(x) — мо- 

нотонно возрастающая на [а,6]. 

Возьмем любое разбиение [a,b] на части [х,, ху], К=0,п-1. 

Для нашей функции f(x) будет 

т; = Л(хь), Me = Л), Oe = Ло) - ЛО). 
Поэтому 

п-1 п-| 

055-5= 2 AX = 2. Fea) — Sf (X4)) AX, . 

Имеем 0 < Ax, <A, k =0,n-1. Поэтому 

n-| 

Os S—sS2¥ (бин) - £4) = (Иа) ~ £0) + (Ло) - Ло) 

+ (SF (x3) — (о) + ... + (F(X) — F(%n-1))) = 

= № (S (Xn) — £(%)) = A (f(b) - f(a)). 

Итак, 

0<S-s<A(f(b)-f(a)). (1) 

Переходя в неравенстве (1) к пределу при А, > 0, получим 

lim (5-5) =0 = f(x) А ((а,8]). 4 

Теорема 3. Пусть ограниченная функция f(x) задана Ha [c,d] 
и непрерывна там всюду, за исключением точки 4. Тогда 

Л®)е К ([с,4]). 
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*p Возьмем e>0 — любое. По условию, f(x) — ограничен- 

ная на [c,d] = существуют т = inf {f(x)} и М =sup{f(x)}, а сле- 
с, [c,d] 

довательно, существует © = М -т (© — колебание f(x) Ha [с,4]). 

Возьмем теперь € > 0 — любое, но такое, чтобы было 

_ = 
é< min (a ое (2) 

Так как 0<&<а-с,тоточка (d -&) Е (c,d) (рис. 8.8). По условию, 
f(x) — непрерывная Ha [c,d] всюду, за исключением точки d => 

, , => /(х)ЕС ([с,4а-{]). Но тогда, по след- 
т , ствию к теореме Кантора, взятому &> 0 

с 4-= а отвечает 5 > 0 такое, что для любого pa3- 
Рис. 8.8. К доказа- биения промежутка [с,4-#]| на части, 

тельству теоремы 3 у которого A < 6, будет в, < & одновремен- 
но для всех К. Заметим, что в случае надоб- 

ности число б > 0 можно уменьшить. (Если А, будет меньше умень- 

шенного 5, то и подавно @, < & одновременно для всех А). Имея 
в виду замеченное, будем считать, например, 5 <&. 

Далее поступаем так. Берем произвольное разбиение [c,d] Ha 
части [хх , Хи |› У которого 2 < 5, и составляем сумму 

n-| 

У Ww, AX, . (3) 

К=0 

Затем (3) представляем в виде суммы двух сумм 

У, WwW, AX, , У WwW, AX, . 

В У , AX, отправляем все те слагаемые из (3), которые соответ- 

ствуют частичным промежуткам [X;,,X,4,], целиком лежащим 

в [с,4-#] (рис. 8.9). В У, ,, Ax, отправляем все остальные слага- 

емые из (3). 

с | | | | 5 | | d-% d 

Рис. 8.9. K доказательству теоремы 3 
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Произведем оценку сумм ),,O,AX, WD) 1, MAX, . 

1. Имеем У. Ax, < >) ,EAx, = ED), AX, <Е[(4-&)-с]<Еа-с). 

2. Замечаем, что сумма длин частичных промежутков, соответ- 

ствующих слагаемым суммы У 7 OAX, будет меньше числа & + А.. 

Унас 21<8,a 5<&. Поэтому &+А <&+9< 28. 

Замечаем также, что ®, <Q, К =0, п-1. Поэтому 

Уи 6, AX, < У, Ax, < QE + А.) <Q-2€. 

Тогда для суммы (3) получаем 

п-1 

WAX, < &(4а-с)+Е-29 =é[(d -c) +29]. 
k=0 

п-1 

У нас (см. (2)) &< ы . Следовательно, WpAX, <$, (см. (20) “отб У Ах 

если <6 => Л(х)е А([с,4]). 4 
Замечание. Совершенно аналогично доказывается утверждение: 
пусть ограниченная функция f(x) задана Ha [c,d] и непре- 

рывна там всюду, за исключением точки с. Тогда f(x) e€ А ([с,4]). 
Обобщение теоремы 3. Пусть ограниченная функция f(x) за- 

дана Ha [a,b] и непрерывна там всюду, за исключением конечного 

числа точек. Тогда /(х)е К ([а,5]). 
} Ясно, что промежуток [a,b] можно разбить на конечное число 

участков, в каждом из которых будет находиться лишь одна точка 
разрыва функции f(x), причем эта точка будет лежать на конце 
участка (рис. 8.10). Пусть, например, f(x) имеет внутри промежут- 
Ka [a,b] три точки разрыва. Во всех остальных точках промежутка 
[a,b] f(x) — непрерывна. В этом случае, как видим, промежуток 
[a,b] может быть разбит на шесть участков. На каждом из шести 
участков функция f(x) непрерывна всюду, за исключением од- 
ной точки, лежащей на конце участка. 

| L 1 ^ j Ре j 

a b 

Рис. 8.10. K доказательству обобщения теоремы 3 
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По теореме 3 функция f(x) интегрируема на каждом таком 
участке. Пользуясь затем теоремой 3 предыдущего параграфа, при- 

ходим к заключению, что Л(х)е А ([а,6]). 4 

Пример 1. Пусть дана функция f(x), определенная на проме- 

жутке [0,3] следующим образом: 

vA 1, если 0<х<1, 

f(x)40, если! <x <2, 

3, если 2S x3. 
39 — 

Эта функция — ограниченная и непре- 
рывная на [0,3] всюду, за исключением 1. 

| точек X=I1 и х=2 (только две точки 

Г 3 x разрыва). Вывод: /(х)е А([0,3]) (см. 

обобщение теоремы 3). 

Пример 2. Пусть дана функция f(x), Рис. 8.11. График функ- 
ции из примера 1 

определенная на промежутке [0, 1] сле- 

дующим образом: 

0, если 05х<>, 

1 если 1 <х<3 
2’ 20 4’ 

F(x) =. о оофооо ее 

2"! — | 2"-1 Le, 2"! 
— > если x 5 < 5" › 

|, если x=! 

Эта функция — ограниченная на [0, 1] и монотонно возраста- 

ющая там (рис. 8.12). Вывод: f(x) € К ([0,1]) (см. теорему 2). 
Замечание. В примере 2 мы имели функцию f(x), которая на 

промежутке [0,1] имеет бесконечное число точек разрыва. 
Пример 3. Пусть дана функция f(x), определенная на проме- 

жутке [0,1] следующим образом: 
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Ay Го, если х=0, 

xInx < 
‚ссли 0<х<1, 

1-х |/2 

| —1 если xe=l. 

f(x) =: 

Непрерывность этой функции f(x) 4 
в (0, 1) очевидна. Имеем, далее, 

xInx Li, £0) = ji FRE = 0= ЛО > 
(f (x) непрерывна справа в точке x = 0); 2 4 

xInx -1= Г) Рис. 8.12. График функции 

ЛО = Их из примера 2 
(f(x) непрерывна слева в точкех = 1); 

Видим, что /(х)е С (10, 1]) = f(x) © К((0, |) (см. теорему 1). 

Пример 4. Пусть функция f(x) задана на промежутке [a,b] сле- 

дующим образом: 

с; #0, если х=х,, (x, Е [4,6] 1 =1,p), р 
— конечное число, 

0, если xe [a,b] x # x;. 
по. 
Видим, что f(x) — ограниченная на [а,6] и что f(x) — непре- 

рывная Ha [a,b] всюду, за исключением конечного числа точек. По 

обобщению теоремы 3 заключаем: Х(х)е К ([а,6]). 

Ay 

Рис. 8.13. График функции из примера 4 
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b 
Покажем, что | I (x)dx = 0. Для этого берем произвольное раз- 

а 

биение промежутка [a,b] на части [X,,X;,4,;] и составляем интег- 

ральную сумму Римана 

п-] 

C= У Л(Е)Ах, . 
А=0 

В этой сумме отличных от нуля слагаемых не более чем р (p— 
конечное число), причем каждое такое слагаемое, отличное от 
нуля, — бесконечно малая величина (6.м.в.) при А, > 0. Но тогда 
ис — б.м.в. при А, 0 (как сумма конечного числа б.м.в.). Следо- 

b 
вательно, Ито = 0, т.е. J f(x)dx =0. 

а 

$ 4. Действия над интегрируемыми функциями 

Теорема 1. Пусть Л(х)е А ([а,6]) ‚ и пусть © — определенное чис- 

ло. Тогда ©. /(х)е К ([а,6]) ‚ причем 

b b 

Jos(x)dx =a] f(x)dx. 

> Возьмем произвольное разбиение промежутка [a,b] Ha час- 
ти [хх] и составим интегральную сумму Римана для функ- 
ции Of (x). Будем иметь 

n-| п-| 

o(af) = У, af (Е, ) Ах, = oD, ЛЕРА =a-o(/). 
k=0 

По условию, f(x) e А ([а,5]) > lim o(f) существует, конечный и 

b 
равный | /(х) 4х . Ho тогда 

а 

b 
lim o(af) = o. lim o(f) = a f(x) ax 

b 
т.е. lim с(о/) существует, конечный = J of(x)dx существует, причем 

—) 

а 
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Ь Ь 
[у (х)ах = af f(x)dx. <q 

Теорема 2. Пусть f(x)e А([а,5]) и g(x)e Е ([а,6]). Тогда 

(f(x) + g(x))e К ([а,6]) ‚ причем 

b b b 
[(f + g(x)) dx = [годах + | g(x)ax . 

> Берем произвольное разбиение промежутка [a,b] на части 
[хх] и составляем интегральную сумму Римана для функции 

f(x) + g(x). Будем иметь 

п-| п-| п-| 

o(f +8) = 2. (ею + g(E,)) Ах, = 2.7 + 28 = 

= 6(f)+oa(g). 

По условию /(х)е А ([а,6]) и &(х) е К ([а,6]) = существуют конеч- 

ные lim o(f)u lim o(g). Ho тогда существует конечный lim o(ftg), 

причем 

lim o(f + 8) = lim o(/) + lim o(g) > 

b 
= | (f(x) + &(>)) 4х существует, причем 

а 

b b b 

[Год g(x) dx = | Лодахя | фах. 4 

Теорема 3. Пусть /(х)е R([a,5]). Если в конечном числе точек 

промежутка [a,b] изменить значения функции f(x), то от этого 

интегрируемость функции не нарушится и величина интеграла не 

изменится. 

> Изменим значения функции f(x) в точках x; (i= р, р— 

конечное число; x; Е [а,5]). В результате получим некоторую но- 

вую функцию f(x), хе [a,b]. Положим 

r(x) = f(x) - f(x), x е [4,4]. (1) 
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Функция r(x) на промежутке [a,b] будет задана так: 

c; #0, если х=х,, (x, € [a,b], {= 1,р), 
r(x) = 

0, если xe [a,b] x # x;. 

Было показано (см. пример 4 предыдущего параграфа), что 

r(x) К ([а,6]) и что дах =0. 

Из (1) имеем f(x) = f(x)+r(x). Так как f(x)e А([а,6]) и 

r(x) R([a,b]), то по теореме 2 заключаем, что f(x)e А ([а,6]), 

причем 

Рода = | flarde + [rode = Год +0 - годах. < 

Теорема 4. Пусть f(x) А ([а,6]). Тогда |f(x)|¢ R([a, 5]), причем 

b 

| fodax 
b 

< [| f(x)| ax. 

№» Поусловию Л(х)е К ([а,6]). Значит, f(x) — ограниченная Ha 

[а, 6] ‚т.е. существует число L > 0 такое, что |1 (х)] < L, хе [a,b]. Пос- 

леднее означает, что функция |/(х)] — ограниченная на [a,b]. Ho 

тогда существуют т = inf {f(x)}, М =sup {f(x)}, т = шо, 
[а,6] (a,b) [а.5] 

М =sup {|f(x)|}, а, следовательно, существуют Q=M-—m и 
[а,6] 

Q = M —m (© — колебание f(x) ,a © — колебание |f(x)| на [а,5]). 

Легко понять, что A <Q. 

Возьмем произвольное разбиение промежутка [a,b] на части 

[хх], К =0,п-1. Пусть wo, — колебание f(x) на [X,,X;,)], 

&, — колебание |/(х)] на [ху , хи]. Имеем 0 < & <®,, К =0,п-1[. 

Тогда 0 < @, Ax, < AX, , k =0, п-1, и, следовательно, 
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п-| п-| 

0< У BAX, < Ув, Ах, . (2) 
k=0 k=0 

n-| 

Так как f(x) € А ([а,6]) ‚то lim У a, Ax, = 0. Torna из (2) заклю- 
— k=0 

n-1 

im У Ax, = 0. Последнее означает, что | f(x)| e А ([а,6]). чаем, что | 
А> k=0 

Имеем, далее, 

n-1 

» F (Ex AX, 
k=0 

п-| 

< У (Е Ах, , 
k=0 

т.е. |o(f)| < o(|f]). Переходя в последнем неравенстве к пределу 

при А, > 0, получим 

b 
| f(x)dx 

b 
< [|S (x)| dx. 4 

Теорема 5. Пусть f(x)e А ([а,6]) и g(x) e€ К (([а,5]). Тогда p(x) = 

= f(x)-g(x)e€ Е ([а,6]). 

* > По условию f(x)e А ([а,6]) и g(x)e R((a,6]). Значит, эти 

функции — ограниченные на [а,6] ‚ т. е. существуют числа Ly >0 

и L, > 0 такие, что 

[f(x)|s Ly, [80] < 1, xe [а,6]. (3) 

Существуют также числа Му, т;, M,, т, : 

M,=su x)t, т; =inf x)t, М, =su x)}, f= SUP {Год my = inf {£00}, М, sup {g(x)} 

т, = inf 42(x)t, 8 а {g(x)} 

a, следовательно, существуют 

О, =М;-т,, Q, =M,-m, (4) 

(Qy — колебание функции f(x), ©, — колебание функции g(x) 

на [а,6]). 
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Пусть ии у— любые две точки из [a,b]. Имеем 

р(и) — р») = Л (и) - Fav) = Л(и)8 (и) - Ли) Е) + 

+f(u)g(v) - f(v)g(v) = Fu) (g(4) - 8(v)) + 8(%) (FW - FM) = 

= [ры - P| < Уи) |g) - 8] + [8] [FM-FO) > 
“shy <Q “sl, 50, 

& 

= |р(и)- p(v)| < LQ, + LQ, = Q,5 L,Q,4+L,Q;. (5) 

Возьмем теперь произвольное разбиение промежутка [a,b] на 

части [ху жи], & =0,и_Т. Пусть wo, wo, wl? — колебания функ- 

ций p(x), f(x), g(x) на [х,,х,и| соответственно. Нетрудно по- 

НЯТЬ, ЧТО 

wo) < Leo + Low, k=0,n-1. (6) 

Умножим обе части неравенства 6) на Ax, (Ax, >0) и просум- 
мируем по Кот 0 до n—1. Получим: 

n-| (k) п-1 k) п-1 (k) 

0< Y wax, < [У of Ax, + У АХ . (7) 
k=0 k=0 k=0 

Так как /(х)е А(([а,6]) и g(x) e К([а,6]) ‚ To 

; n-l (k) n-| (k) 

tim 2, ву Ax, =0, lim 24g Ax, =0. 

Тогда, переходя к пределу при А 0 в (7), будем иметь 

lim 5 wax, =0 = p(x) = Ло) - a(x) € Ю(а,). 4 
А—0 k=0 

$ 5. Свойства определенного интеграла 

b 
1. [dx =b-a. 

a 

» В самом деле, здесь f(x) =1, хе [a,b]. Поэтому, взяв любое 

разбиение промежутка [a,b] на части [X,,X,4,], А =0,n—1, и выб- 

рав произвольно точки & в [X;,,X,4,], будем иметь Л(&)=1; 
ГЕ) =1; ...; ЛЕ) = |. Следовательно, 
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n-| n-| п-| 

o= > 1 (Е, )- Ах, = УТ. Ах, = У, Ax, =b-a => limo=b-a. 4 
k=O k=0 k=O А—0 

b 
2. В определенном интеграле | J (x)dx вместо х можно писать 

а 

любую другую букву. Так что 

b b b 

J f@)dx = | f(Odt = ... = J f@)dz. (1) 

№» Действительно, если взять произвольное разбиение проме- 

жутка [a,b] на частичные промежутки и выбрать произвольно точки 

E, (по одной в каждом частичном промежутке), то для функций 

f(x), хе [а,6]; Л(4), te [a,b]; --- ; (2), зе [a,b] мы получим одну 
и ту же величину с. Следовательно, и величина определенного ин- 

теграла не будет зависеть от того, какой буквой обозначена пере- 

менная интегрирования. «% 

b 
Замечание (о расширении смысла символа | УСх)ах ). Пусть 

а 

Л(х)е R([a,6}), a< 6. Условимся считать 

а b 

J f(x)dx =-| Fx)dx.. (2) 
b a 

Условимся считать также 

а 

[Годах =0. (3) 
а 

3. Пусть а, 5, с — три числа. Пусть р = пт {a,b,c}; 4 = max {a,b,c}. 

Тогда, если /(х)е R([p,q]), то справедливо равенство 

b с с 

| Лодах + [| f(x)dx = | Уха. (4) 
а b a 

}» Если все три числа a, 5, c равны между собой, или если равны 

любые два из этих чисел, то (4) выполняется (это очевидно). Пусть 
теперь а, 6, с — различные числа. Могут иметь место следующие 
случаи: 
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1) a<cbe<c 4) bec<a 

2) a<c<b 5) c<a<b 

3) b<eaK<c 6) c<b<a- 
В случае Г) соотношение (4) верно (это следует из теорем 2 и 3 
$ 2). Все остальные пять случаев сводятся к случаю 1). 

Действительно, рассмотрим, например, случай 5). Изтеорем 2 

uv 3 § 2 следует 

a b b 

J fQx)dx + | f(x)dx = | fx)dx > 

принимая во внимание (2), 

[4 b с b с [4 

= -[f(x)dx+ [Лак =-[ 7х = | Уодах+ | f(x)dx = | Годах, 
а а b a 5 a 

а это и требовалось установить. | 

4. Теорема 00 интегральном среднем значении функции в проме- 

жутке. Пусть /(х)е А (([а,6]). Тогда 

b 

[Лод =p(b-a), (5) 

где и — некоторое число, удовлетворяющее неравенству т<и < М 

(т = inf {f(x)}, М =sup {f(x)}). 
[a,5) [4.6] 

> 1) Если В =а, то (5) выполняется для любого це [m, М]. 

2) Обсудим случай, когда a<b (порядок пределов нормаль- 

ный). Берем произвольное разбиение промежутка [a,b] на части 

[жи] (kK =0,n—-1; Ax, >0) и выбираем произвольно точки 

E, (по одной в каждом частичном промежутке). При любом 

k =0,n—1 будем иметь т < f(E,) < М . Умножим обе части этого 

двойного неравенства на Ах, (Ах, > 0) и просуммируем по k от 

Одо л-1. Получим 

n-l n-| п-1 
my Ах, < У f(E, Ax, <MY Ax, , 

k=0 k=0 k=0 

m-(b-a)<so(f)<sM -(b-a). (6) 
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b 
У нас f(x)e А ((а,6]) > lim o(f) = | f(x)dx . Переходя в (6) к пре- 

> 

делу при /, >> 0 ‚, получим ° 

b 
m-(b-a) < | f(x)dx < М -(b-a). (7) 

а 

Мы обсуждаем случай, когда a<b,T.e. когда b-—a>Q. Разделив 

все части двойного неравенства (7) Ha b—a, будем иметь 

| 
т < 

b-a 
бак < М. 

b 
Обозначим a) fdr =n (ясно, что msp<sM ). Тогда 

-а. 

b 
| f (x)dx = (b -а) , а это и требовалось установить. 
а 

3) Рассмотрим теперь случай, когда а > 6. Мы знаем, что 

5 a 

[Лодах =-[ f(x)dx. (8) 
а b 

a 

У интеграла | f(x)ax порядок пределов нормальный (6 <a). 
b 

В пункте 2) было установлено для такого интеграла 

а 

[Года =p(@-5), mspsM. 
b 

Принимая BO внимание (8), последнее соотношение можно 
переписать в виде 

b b 

-| f(x)dx = и -а) = | f(x)dx = в -а). 4 

Частный случай теоремы 06 интегральном среднем. Пусть 

f(x) С ([а,6]). Тогда на промежутке [a,b] обязательно найдется 

по крайней мере одна точка с такая, что будет 

b 

[ ходах = f(c)(b-a). 
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> По условию, f(x) € С ([a,6]) > f(x) достигает в [a,b] своих 
наименьшего т и наибольшего М значений. Так как Г/(х)еЕ С ([а, Ь]) , 

то Г(х)е А ([а,6]). Тогда, по теореме о среднем, 

b 
[Года =p(b-a), me mspsM. 

Значения mu М f(x) принимает на [a,b]. Если xe m<p< M ‚то 

по теореме о промежуточном значении для функции f(x) € С ([а,6]) 

заключаем: Ha [a,b] обязательно найдется хотя бы одна точка с 
такая, что будет f(c) = и ‚азначит, и в этом случае 

b 

| f(x)dx = f(c)(b-a). 4 

Замечание 1, Число и, определяемое соотношением 

называется интегральным средним значением функции f(x) на про- 

межутке [а,6]. 
К этому понятию приводят следующие рассуждения. Разобьем 

промежуток [a,b] на пчастичных промежутков [хх ‚Хи ], К=0,п-1, 

¥ b-a —___ 
равной длины. Тогда Ax, = —— для любого К =0,n-1. В каждом 

n 

частичном промежутке [X,,X,,,;] возьмем среднюю точку &,, 

k =0,п-1, и находим f(E,). Составим среднее арифметическое 

найденных значений функции. Это будет 
п-] 

де + Fn) _ rae 7 

_ | (b-a) % г 

= Sen = Gay 
n ‚У лы 

= 5 Hb) 4 

п-1 о Ам = Белое 
(A=Ax, ) 
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Следует отметить, что ин- Ay 
тегральное среднее значение 
функции широко используется 
B инженерной и естественнона- = f(c)= 1 
учной практике. 

Замечание 2 (геометрическая 
интерпретация теоремы об ин- 
тегральном среднем значении а с Ь 

функции). Пусть f(x) € С ([а, b}) Рис. 8.14. Геометрическая интер- 
и /(х)20, хе[а,6] (а<б). претация теоремы об интеграль- 
В этом частном случае из COOT- — ном среднем значении функции 
ношения (5) следует, что суще- 
ствует прямоугольник с высотой и = f(c) и длиной основания 
(6 -а) , площадь которого равна площади криволинейной трапе- 
ции, ограниченной линиями: у=0, y= f(x), x=a, x=). 

Примеры. 
1. Определить интегральное среднее значение функции 

f(x) =sinx-sin (x+@) на промежутке [0, 27]. 

Vx
 

2n 2n 

> Sep =5- | sin x-sin + = =~ [ [6059-05 (2х+9)] dx = 
0 0 

| 1 x=27 

= q_[xeose-jsin@x+@)] =. 

. . .. (2 
2. Сила переменного тока меняется по закону f = fp SiN Ga +Ф |, 

где ip — амплитуда, f— время, Г— период и ф — начальная фаза. 

Найти интегральное среднее значение квадрата силы тока. 

2 
pi? =i sin’ +9) = тс [1+ | 

2 т 
(i? Yep all — COS ($F +20] dt = 

0 

197



$ 6. Некоторые неравенства 
для определенных интегралов 

Теорема 1. Пусть f(x)e R([a,5]) (а<Ь), и пусть f(x) — такая, 

что А< f(x) < В, xe [a,b]. Тогда 

b 

A(b-a) < | f(x)dx < B(b-a). (1) 

> 1) Если а=ф, то соотношение (1) выполняется (очевидно). 

2) Пусть a< 0b. По теореме о среднем имеем 

b 
[| Лод = в -а) ‚где mspsM (2) 

(m= inf {£09}, M = sup {79} 

По условию, As f(x) < В, xe [a,b] > числа Аи В являются 

соответственно нижней и верхней границами множества { f (x)} , 

xe [а,6].Значит, Азт<М < В. Так как т < к < М „тои подавно 

А<и<В. Умножим все части последнего неравенства Ha (6 —a) 

(у нас b>a = b-a>O). Получим A(b-a) <иф-а) < ВЬ-а). 

b 
Из (2): и -а) = | J (x)dx . Тогда предыдущее неравенство может 

а 

быть записано в виде 

b 
A(b -a) < | f(x)dx < B(b-a). 4 

Замечание. Из доказанной теоремы вытекают следующие yT- 
верждения. 

Утверждение 1. Пусть f(x) € R([a,5]) (a sb), и пусть /(х)>0, 

b 
x € [a,b]. Тогда | Годах >0. 

a 

№ Если в теореме | положить A = 0, то получим утверждение 1. 4 
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Утверждение 2. Пусть f(x) e А ([а,6]), &(х)е R([a,5]) (a sb). 

b b 
Пусть f(x) < g(x), хе [a,b]. Torna | f(x)dx < | g(x)dx ‚т.е. неравен- 

ство можно интегрировать, если порядок пределов нормальный. 

» Введем в рассмотрение функцию —(x) = g(x) — f(x), хе [а,[]. 
Ясно, что ф(х) 20, хе [a,b], ичто Ф(х)е А ([а,6]). Но тогда из ут- 

верждения | следует: fox) ах >0,T.e. 
a 

b b b 

[ (=) - f(x) dx >0 = | f(~)dx < [a(x)dx. € 

Теорема 2. Пусть (xe С ([a, 6])(a < 6). Пусть f(x) 20, xe [a,b]. 
Тогда если в [a,b] имеется хотя бы одна точка ху такая, что 

b 

f(X) > 0,70 | f(x)dx >0. 

x +6 b 
> 

а x —9 x x 
0 

Рис. 8.15. К доказательству теоремы 2 

> Пусть, для определенности, точка ху е (4,5) (т.е. ж — BHYT- 

ренняя точка промежутка). Пусть f(x) =f (й>0). По теореме 

о стабильности знака существует и;(ху) такая, что Из(ху) с (a,b) 

и f(x) >>, хЕ и; (х). Имеем 

хо+6 

[year = р Л(хах + { Sf (x)dx + f Sf (x)adx. (3) 
xXo-8 Xp +8 

хо-5 b 

По утверждению 1: J S@)dx 20; | f(x)dx = 0. Mo teopeme 1: 
Xp +8 

+5 

"| I (x)dx > +25 = hd > 0. Тогда из (3) следует: jytayds >0. 4 
Xq-5 
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Замечание. Справедливо утверждение. 

Пусть /(х)е С ([а,6]) (a< 6). Пусть Л(х)>0, хе [a,b]. Тогда 

если [fed =0, 10 f(x) =0, xe [a,b]. 

» Рассуждаем от противного. Предположим, что в [a,b] имеется 

хотя бы одна точка ху такая, что Г(ху)>0. Тогда по теореме 2 

b b 
должно быть | f(x)dx > 0 , аэто не так (NO условию Jf dx=0).q 

a a 

Teopema 3. Пусть f(x) € А ({a,5]). Пусть |f(x)| < К , хе [а,6]. Tor- 

fla 

b 
| I(x) dx < K-|b-a|. 

b 
> По теореме о среднем | f(x)dx =p(b-a), где ти М 

а 

(т = inf {f0}> М = SUP { f(x)}). Тогда 

b 

J Fx) dx = |p -|b - a]. (4) 

По условию -К < f(x) < К , xe [a,b] > числа-Ки К явля- 

ются соответственно нижней и верхней границами множества 

{f(x)}, хе[а,в]. Следовательно, -K<mspsM<K => 

>-К <и < К „т.е. |< K = |p| -|b-al < K -|b-a]. Тогда из (4) no- 

лучаем а <K-|b-al.q 

Примеры. 

20.22 x 
1. Оценить интеграл | COs ах. 

12 1+ х8 
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» Так как 0 < cos? x < 1, то при x >12 выполняется неравенство 

cos” Xe ] | 
0< 

1+х8 — 1+1 < 128. 
Поэтому 

20 2 
cos’ x 8 1 

0 < <. 20 - — |< — |. 

re pe 0-12) = > ( 7) < 

2. Пусть функция f(x) задана на [0,1] следующим образом: 

ХЕ (0, 1], 
= x, 

Го) | , x=0. 

Имеем Шт, f(x) = lim x* = lim e*"* =1 = / (0) > Л(х)е С (0, |)> 

= f(x)e К (10, ||), т.е. | х*ах существует. Произведем оценку это- 
0 

го интеграла. 

> Для этого найдем наименьшее и наибольшее значения функ- 

ции f(x) в [0,1]. Имеем для хе (0,1): у’ =(х*)”. = (е* 1х), = 

| 
=e*™* (пх+1) > у, =0 лишь вточке x = — (в остальных точках 

е 

промежутка (0,1) у, существует, конечная, отличная от нуля). Из 

, , | , | 
выражения для у, следует: у, <0, xe] 0, - ‚иу,. >0, хЕ =» 

min 

| 
= точка х=- — точка минимума функции у=х” (у 

| 

=e © =0.692...). Имеем далее: f(0) =1; Л(1) =1. Вывод: наимень- 

шее значение нашей функции m=e ©; наибольшее значение 

М =1. 

Таким образом, получаем неравенство 

1 | + 
e € -(1-0) < [x*dx <1-(1-0),t.e.e ® < [x*dx $1. 4 

0 0 
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3. Неравенство Буняковского — Шварца (Буняковский B.41., 
1804—1889 — российский математик, Шварц К.Г., 1843—1921 — не- 
мецкий математик). 

№ Пусть Л(х)е А ([а,6]); g(x) e Е ([4,5]) (a <b). Пусть A — лю- 

бое, вещественное. Имеем 

b 

Пе) + ng(x)] dx 20 => 

b ° b b 

=> rf g?(x)dx + 22] f(x)g(x)dx + | f?(x)dx 20. (5) 

b b b 
Обозначим J e?(x)dx =O; J f(x)g(x)dx =В; [f° ax =. В новых 

обозначениях (5) примет вид 

or? + 2BA+ 720. (6) 

Так как трехчлен oA? +2BA4+y неотрицателен для всех А, лишь 

тогда, когда В? — ay < 0, то в силу (5) 

b 2 р b 
is eats < | f?(x)dx-[g?(x)dx, (7) 

ИЛИ а а а 

b b b 

J f(~)g(x)dx| < | | годах 1 Je°(x)dx.¢q (8) 

Неравенства (7) и (8) носят название неравенств Буняковско- 
го — Шварца. 

В частном случае, когда g(x) =1, хе [a,b], будем иметь 

< МЬ-а {ео (8) 
b 
J Года 

$ 7. Обобщенная теорема о среднем значении 
для определенного интеграла 

Пусть 

1) f(x)e В ([,8]) и &(х)е К (14,6]), 

2) ms f(x) < М, xe [a,b], 
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3) функция g(x) не меняет знака Ha [a,b], т.е. либо неотрица- 
тельна, либо неположительна на [а,6]. 
Тогда справедливо соотношение: 

b b 

J f)g(x)dx = pf водах, (1) 

где  — некоторое число, удовлетворяющее условию msusM. 
№» Заметим, что если а=6, то соотношение (1) выполняется 

для любого pe [m, М]. 
1) Обсудим случай, когда а <b. По условию имеем 

т < Г(х) <М, хЕ[а, 6]. (2) 

Умножим все части неравенства (2) на g(x). Получим: 

mg(x) < f(x)g(x) < Мв(х) ‚если g(x) 20, 

mg(x) 2 f(x)g(x) > Ме(х) ‚если g(x) <0. 
У нас а < 6 (порядок пределов интеграла нормальный). А тогда, 

интегрируя последние неравенства, будем иметь соответственно 

b b b 
т| g(x)dx < | f(x)g(x)dx < М | в(х)ах ‚если g(x)20, (3) 

b b b 
т| g(x)dx 2 | f(x)g(x)dx > М | в(х)ах ‚если g(x) <0. (4) 

b b 
Заметим, что J дах >0, если g(x)20,u J g(x)dx <0, если 

b 
g(x) <0. Если окажется, что | g(x)dx = 0 ‚то как в первом, так и BO 

а 

втором случаях 

b 

[ F)g(adx = 0 

(это видно непосредственно из (3) и (4)), и, следовательно, COOT- 

ношение (1) будет выполняться при любом pe [т, М]. Если xe 

b 
J &оах * 0, то будем иметь 

203



b 
J g(x)dx > 0 если g(x) 20, хе [а,В], 

b 

fg(x)dx < 0 если g(x) <0, хе [а,6]. 

b 
Разделив неравенства (3) и (4) Ha [ g(x)dx, получим в обоих 

случаях одно и то же неравенство 

b 

J S()g(x)dx 
т < — < М. (5) 

J a(x)dx 
b 

[ одебдах 
Обозначим 2 = ц (ясно, что т<ц< М). Тогда 

[< ах 

b b 

| f@)e(x)dx = в] водах, 

а это и требовалось установить. 

2) Рассмотрим теперь случай, когда а > b. Мы знаем, что 

b a 

[ f)g(a)dx =-| S()gx)ax, (6) 
a b 

b a 

| g(x) dx = -[g(x)dx. (7) 
a b 

a a 

У интегралов | ST (x)g(x)dx и | 2(х)Ах порядок пределов нормаль- 
b b 

ный (В <a). Для таких интегралов в пункте 1) было установлено 

J УодЕсдах = и[&(х)ах, m<p<M. 

b b 
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Принимая во внимание (6), (7), последнее соотношение можно 
переписать в виде 

b b 

—| f(x)g(x)dx = -в | g(x)dx = (1). 4 

Частный случай обобщенной теоремы о среднем. Пусть 

g(x)e К ([а,6]) и g(x) не меняет знака Ha [a, 5] , т.е. либо неотрица- 

тельна, либо неположительна на [a,b]. Пусть f(x) € С ([а,6]). Тогда 

на [a,b] обязательно найдется хотя бы одна точка стакая, что будет 

b b 

| Годвбдах = Г) | <ах. 

» По условию f(x) € С ([а,6]) => f(x) достигает в [a,b] своих 
наибольшего М и наименьшего т значений > ms /(х<М, 

хе [a,b]. Так как f(x) € С ([а,6]) ‚то f(x) € К ([а,6]). Видим, что вы- 

полнены все условия обобщенной теоремы о среднем. Поэтому 

b b 
| I (x)g(x)dx = и| &(х)ах , где ти < М . Было отмечено, что 3Ha- 
а а 

чения ши М функцией f(x) достигаются на [а,6]. Если же 
m<u< М ‚, то по теореме о промежуточном значении для функ- 

ции /(х)ЕС(([4,5]) заключаем: на промежутке [a,b] обязательно 

найдется хотя бы одна точка с такая, что будет f(c) =и , а значит, 

b b 
и в этом случае | f(x)g(x)dx = f (с)| g(x)dx. 4 

Примеры применения обобщенной теоремы об интегральном 
среднем значении функции на промежутке. 

2 
1. Определить знак интеграла J = | х’ехах. 

2 
2 0 2 

> | х’ехах = [ хехах + | хехах. В первом интеграле справа 
- - 0 

делаем замену x =-#. Получаем 

0 2 2 
| хЗехах = —[tre dt - jvera| 
22 0 0 

205



2 2 
Следовательно, J = [х*(е* —e*)dx = 2/x° sh хах. Положим 

0 0 

f(x) =shx, g(x)= х?. Тогда по обобщенной теореме об интеграль- 

ном среднем значении функции будем иметь 

2 

J =2she[x*dx =8shce>0, 0<с<2. 4 
0 

x"dx 

[+х 
2. Доказать, что im J =0. 

№» Положим f(x) = ‚ е(х) =x". Применяем обобщенную 
1+х +х 

теорему об интегральном среднем значении функции. Получаем 

х"ах _ | 1 nel A ] 

ед<с<1, 
[xa aE J "dx 1+ neil, ~(n+)(+e)? 

откуда 

 x"dx x"dx 
< < ——= 

(n+1)-2 eee aI tim [7 

nf2 
3. Доказать, что lim J sin” хах =0. 

N—-oo 

» Возьмем e>0 — mo60e сколь угодно малое. Имеем 

x RE x 
22 = 

J, = |9" xdx = J sin" xdx+ | sin" xdx=J,+J,. 
0 . ‚МЕ 

< 2 
=/, “> 

=/, 

При любом пе М справедлива оценка 

x bis x 
~ 2 2 2 е 
„|= | sin” xdx] < | lsin” x Ах < | dx =-. 

RE RE RE 2 
2 22 22 
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ХЕ 

22 
® e - "8 & e Tak как 0 < sin" x <sin"! x ana хе|0, --=|,то0< | sin" хах < 

2—2 , 
we 

2 . 
J sin"! хах ‚т.е. 0 < Л, < Л = Jn} on монотонно убывающая, 

ограниченная снизу. Значит, существует конечный предел / = lim J,. 
N—jyoo 

mE mr Ee 

_ _ 2,2 2.2 
Представим J, в виде J, = J sin” xdx = | sin”! x. sinx dx > 

0 =g(x) =f(x) 
no обобщенной теореме об интегральном среднем значении 

г п = 
, = с, vi sin"! xdx = sinc, -J,_,, rec, €|0, =-=}. 

2 2 

Из соотношения J, =J,_,-sinc, заключаем, что /=0. (Если 

( _ J, 
предположить, что / #0, TO будем иметь lim sinc, = lim —*+=1,a 

N—yoo п J 
n-l 

. . [п = 
это невозможно, ибо все значения SINC, Е В sin (§-$] .) 

Таким образом, получили lim J, = 0. Значит, взятому = > 0 от- 
N—yoo 

вечает номер М такой, что |7, - Л. <>, если п> М. А тогда 

|, 1+ < =, если n> М. Последнее означает, что 

lim J, = lim fit хах =0.4 
П—с<о 

$ 8. Определенный интеграл как функция 
своего верхнего (нижнего) предела 

Пусть функция f(t) e А ([а,6]). Пусть x — любое, удовлетворя- 

ющее условию: a< x <b. Ясно, что [a,x] с [a,b] и, следовательно, 

Ле К([а,х]) ‚т.е. | Га! существует для любого хе [a, 5]. 
а 
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x 

Нетрудно понять, что | S()dt представляет собой функцию 
а 

аргумента xX, определенную в промежутке [a,b]. Будем обозначать 

эту функцию через (xX), хе [a,b]. Таким образом, 

x 

Ф(х) = | ЛЬ хе [a,b], (1) 
а 

т.е. Ф(х) является функцией верхнего предела интеграла от функ- 

ции f(t), te [a,b]. Аналогично можно ввести в рассмотрение фун- 
кцию нижнего предела интеграла от функции f(t), fe [а,6] ‚т.е. 

функцию 

b 
Ф(х) = | f(t)dt, хЕ [а,6]. (2) 

Теорема 1 (о непрерывности функции Ф(х)). Пусть f(t) € R ((a, 5]), 

и пусть Ф(х) = [rade ‚ x € [a,b]. Тогда Ф(х)е С ([а,[]). 

1 | 1 
| | || 

ах № b 
=~ t— | > 

ax, x pb 

Рис. 8.16. К доказательству теоремы | 

* > Выберем и закрепим любую точку Xp € [a,b]. Пусть х— 
любая другая точка из [a,b]. По свойству определенных интегра- 

лов, для любого расположения (взаимного) точек а, Xp их спра- 
ведливо соотношение 

| f(pat -f f(at+ | да 
а а Xp = 

=0(x) =(x,) 

> ©(x)- (x) = | f()ar. (3) 
№ 

Так как f(t)e А ([а,6]),то f(t) — ограниченная на [а, 6] ‚т. е. суще- 

ствует число К > 0 такое, что |/(1)| < К’, ге [a,b]. Имеем из (3): 
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J fat 
X 

|D(x) - O(x%)| = <K-|x-x| > 

>0<Ф(х) -Ф(ж)]< К -[x- xo]. 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при x -> xX), получа- 

em lim Ф(х) =Ф(х). Последнее означает, что P(x) — непрерыв- 
Хх—^№ 

ная в точке ж. 

Так как хо — любое из [a,b], TO P(x) Ee С ([а,6]). 4 

Теорема 2 (о существовании производной у функции Ф(х)). 

x 

Пусть f(t) А ((а,6]), и пусть Ф(х) = | f(t)dt, хе [a,b]. Тогда в каж- 
а 

дой точке xe [a,b], в которой функция f(t) непрерывна, суще- 

ствует производная функции (x), причем Ox) = f(x). 

> Выберем и закрепим любую точку ху е [а,5] , в которой функ- 

ция /(1) непрерывна. Тогда, взяв произвольное число =&>0, мы 

можем найти по нему число 6 > 0 такое, что для каждой точки { из 

промежутка [a,b], удовлетворяющей неравенству |1 — ж| < 5, будет 

выполняться неравенство 

If) Лоо <= > (м) = < Л) < Л(ж) +=. (4) 
Дадим ху приращение Ах любое, но такое, что Ах * 0, [Ах] <6 

И Xp) + Axe [a,b]. Будем иметь 

Xp tAx X% Xo 

@(xp +Ax)- (x)= | Лфа- | Лфй= | f@at+ 
a 

Xp +Ax 

+ | f(dt- | f(t)dt. 
Xo 

Тогда 

Ф(х + Ах) -Ф(ж) _ 1 Zou 
Ax = J f(dt. (5) 
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Из (4) следует: 
|1) если Ах>0, то 

Хх +Ах 

(f(x) -=)-Ах < | f(thdt < (То) +=)-Ах; 

2) если Ах <0, то 

Xo +Ax 

(1(ж%)-=)-Ах> | S(t)dt> (f(x) +8): Ax. 

Однако, в обоих случаях 

| XtAx 

f(%)-e<—- | fat < f(x) +e. 
Ax X 

Тогда из (5) следует, что 

oe P(% +Ах) — P(X) 
f (Xp) -E< Ax < f(X) +E, 

P(X + =) P(X) _ f(%) 
< $. 

Итак, показано: любому # > 0 отвечает 6 > 0 такое, что как толь- 

ко [Ax] <8 (Ax #0, x9 + Axe [а, 6] ), так сейчас же 

[D (xq + Ах) 9G) - оо) 
< $. 

Последнее означает, что 

Ф(х + AX) — P(X) _, 

Ax 

= (x9) существует, причем Ф’(ху) = f (Xp). 
Так как точка ху — любая из [a,b], в которой функция f(t) — 

непрерывна, то теорема доказана. 
Замечание. Справедливо утверждение: 

f(x) = jim, 

b 

Пусть f(x) € R([a,5)), и пусть Ф(х) = | f(Nat, хе [a,b]. Torna в 

каждой точке хе [a,b], в которой функция /(Г) — непрерывна, 
существует производная функции (x), причем Ф’(х) =-Х(х). 
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» Действительно, Ф(х) = | Г) = -| ОФ > &(x)=-f(x), 
x b 

в каждой точке хе [a,b], в которой функция f(t) непрерывна. 4 

Частный случай теоремы 2 (теорема Барроу). 

х b 

Пусть f(x) e С ([а,8]). Пусть Ф(х) = [fat ‚ Ф(х) = [fat , 

хе [a,b]. Тогда Ф’(х) и (x) существуют в каждой точке хе [a,b], 

причем Ф’(х) = f(x), Ф’(х) =-ЛХ(х), хе [a,b]. 

Замечание. Из теоремы Барроу сразу следует такое утверждение. 

У всякой функции Л(х)е С ([а,6]) существует в промежутке 

[a,b] первообразная. Такой первообразной для f(x) в промежут- 

x 

Ke [a,b] является, например, функция D(x) = | S(t)dt, xe [а,6]. 
a 

Примеры. 

ао d*%, 4, 4®. 2 
1. Найти —fsint dt ; —fsint dt ; —fsint dt, rane au b— no- 

ax > dx +. ax « 

стоянные числа. 

} Так как sin Ре С ([a, 5}), то по теореме Bappoy 

4% 4' =, Jsin В =sin x’; ШИ =-sinx’, хе [a,b]. 
a x 

b b 
ас. 

Так как fsin 24! — постоянное число, TO =, Jsin Рф =0. 4 
x 

a a 

x 

| cos х?ах 

2. Найти lim 2 
x0 x 

x - 

J cos х?ах 
0 » Отношение при x —> 0 представляет собой нео- 

0 
пределенность вида т. По правилу Лопиталя находим 
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: COS X 
lim 0 = |1 ] q 

x—0 x x30 | 

sinx 

* 3. Найти lim о 
х—+0 {8 

Г Vsin x dx 

sin x 

| Jtgxadx 

№» Отношение oe при х-›+0 представляет собой 

Vsin xdx 

0 
неопределенность вида |". И здесь применяем правило Лопиталя: 

sit) xX (sinx 

Vtg xdx | Vtg xdx 
lim —2 = lim \° x = 
х—+0 ВХ х-+0 /tg x 

vVsin xdx f Sinxdx 

0 x 

"| ea) (sin x)’, 
= lim _ am NIB (пох) -cosx _ 

moe [== и т (tg x) - 
|} inva] (tg x) cos? x 

gx 

= (sin x) 
= lim ~==—— = lim = lim 
хо /sin (tg x) x10 J/t2 x х—+0 
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$ 9. Основная формула интегрального исчисления 
(формула Ньютона — Лейбница) 

Теорема. Пусть f(x) e C([a,5]). Пусть F(x) — какая-нибудь пер- 

вообразная для f(x) в [a,b]. Тогда 

b 
| f(x) dx = F(6)- F(a). 

» По условию F(x) — первообразная для f(x) в [a,b]. Так 

x 

Kak f(x) e С ([а,6]) ‚то Ф(х) = [fat — тоже первообразная для 
а 

1() в [a,b]. Но тогда P(x) и F(x) отличаются друг от друга 

в [a,b] только на постоянную величину, т.е. Ф(х)- F(x)=c, 

x 

xe [a,b] > fat = F(x) +с, хе [a,b]. Положив в этом COOTHO- 
а 

шении х=а, получим 0 = F(a)+c => с=-Е(а). Следовательно, 

x 

J fat = F(x) - F(a), xe [a,6]. Положив в последнем соотноше- 
a 

НИИ х=рЁ, получим 

b 

| (dt = F(b)- F@). 4 (1) 

(1) — основная формула интегрального исчисления (формула 
Ньютона — Лейбница). Она позволяет вычислить определенный 
интеграл от непрерывной функции f(x) в случае, когда известна 
первообразная этой функции. 

Для краткости формулу (1) часто пишут в другом виде. Именно, 

b b 

[f(x)dx = F(x)? wan f f(x)dx = [F(x]. 

b woe 
(Символ F (x)[, носит название двойной подстановки.) 

x? a 

Пример 1. Вычислить | — 
а +х 

dx (а>0). 
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x? 

» Имеем /(x)= Dax ЕС ([0,а]) (так kak а>0). F(x) = 

= (a? + x?) — первообразная для f(x) в [0,a]. Поэтому 

x _ 1 3 | 3 _1 [у = JIN (2a м (а )=312. 4 

2n 

Пример 2. Вычислить | V1 -cos2xdx. 
0 

>» Имеем 

f(x) = МТ -—cos2x = ¥2sin2 x = 72 -|sin x], ХЕ [0, 2x] > 

=> f(x) = V2 -sin x, ХЕ [0,7], 

—J2-sinx, xe [n, 24|. 
Тогда 

2 к 2к 

| vl —cos2xdx = i {foi xdx - | sin var 
0 0 к 

= V2 -(-cos x|5 +051") = J2 -(2+2) =4y2. 

Замечание. Вычисляя интегралы с помощью формулы Ньюто- 
на — Лейбница, следует внимательно проверять условия, при ко- 
торых эта формула установлена. Отступление от этого правила мо- 
жет привести к абсурдному результату. 

Так, формальное применение формулы Ньютона — Лейбница 
дает, например, 

1 
dx ] 

x 

(Подынтегральная функция f(x) = + > 0, порядок пределов нор- 
х 

мальный. Следовательно, интеграл не может равняться отрицатель- 
ному числу.) 

В этом примере подынтегральная функция имеет бесконеч- 
ный разрыв в точке х = 0, принадлежащей промежугку интегриро- 
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вания [-1, |], а потому применение формулы Ньютона — Лейбни- 
ца было незаконным. 

| dx 
Пример 3. Вопрос: можно ли при вычислении интеграла | пр 

1 

брать в качестве первообразной функции для >= >> 
+X 

хЕ [-1, 1], функцию F(x) = arcetg—? 

| 
>» Ответ: Нельзя. В точке х=0 функция F(x) = arcctg— тер- 

х 

пит разрыв, а потому не может быть первообразной для 

| 

1+х2 

| 

1+х2 
f(x) = в промежутке [-1,1] СР =[arecte | = 

лишьдля x #0). 4 

$ 10. Интегрирование по частям 

Теорема. Пусть функции u(x), v(x) определены Ha [a,b] и имеют 
там непрерывные производные u(x), v(x). Тогда имеет место 
формула 

b ,» в 
Ju(x)- v(x) dx = u(x)- v(x)? - fu(x)-v(x)dx. (1) 
a a 

> Имеем: 

[u(x) - w(x)] = u(x)- v(x) + у(х) - и’(х), xe [а, 6], 

откуда 

b b b 
fluc) -у(х) dx = и) .у(хах+ J v(x) -u'(x)dx . 

b 

Так как {[u(x)- v(x)] ах = u(x) v(x)? , то 

b b 
Jus) .У’(х)ах + Jv) и’(х)ах = и(х). у(х)], = 

b b 
> [и(х) -v'(x)dx = и(х). у(х)] - [и -v(x)dx. 4 
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Примеры. 

x 

1. Вычислить интеграл | x cos xdx . 
0 

> Имеем 

us = Хх’ = 

| xcos xdx = | =, du = ах | 
0 cosxdx =dv; v=sinx 

14 14 

= xsin хо — {sin xdx = 0-fsin xdx =cosx|) =-1-1=-2. 4 
0 0 

| 
2. Вычислить интеграл |х(1-х)’х. 

0 
» Имеем 

f и=х; du=dx | 
х(1-х)’ах = — ws |= 
0-9) dy =(1- x)’ dx; y= des ~ 

8]! | 9|! 
= —y (lex) +h. fa—aytdx 0-1. 12° вии 

8 5 8 8 9 72. 4 с Е 
л/2 

3. Вычислить интеграл J, = | sin” xdx (пЕМ)Д. 
0 

>» Имеем 

n/2 п/2 

I, = | sin" xdx = | sin”! x-sin xdx = 
0 0 

_|ussin™! x; du=(n-1)sin"? xcosxdx|_ 

dy = sin xdx; v=-—COSX 

х в) 
=—sin"! x-cosx|? + | (n-I)sin"? x-cos? xdx = 

0 
nf2 n/2 

=0+(n-1) | sin”? x-cos? xdx =(п-1) | sin"? x-(1-sin? x)dx = 
0 0 
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—_ - 

n/2 х/2 
= (п-1)| [ яп”? хах- | sin"xdx| = Г, =(и-0(1--1) > 

‚0 
РО iN JS 

a Ww 

a =1,-2 =I, J 

—| 
= I, = Ce [ 

Nn п-2. (2) 

Пользуясь рекуррентным соотношением (2), можем написать: 

п-5 
д "6; ИТ. Д. 

(n—1)! |/o, если п - четное, 

Г, если п- нечетное. . 

nf2 n/2 

Js sinxdx = сов? = | , то окончатель- 
0 

Tak Kak Ip = J dx | 
N
i
a
 

—
 | 

но получаем 

и. 
_ (aD! ] 5 если п - четное, 

|, если п - нечетное. 

$ 11. Замена переменных в определенных интегралах 

b 
Teopema. Пусть имеется определенный интеграл | i (x)dx , где 

a 

f(x) € С ([а,6]) ‚ т.е. непрерывна Ha [a,b]. Пусть функция x = $(0) 

определена в [о,В] и имеет там непрерывную производную $’({). 

Пусть, кроме того, функция х = Ф(Р) — строго монотонная в [o,f] 

и такая, что O(a) =a, ф(В) = 6. Тогда справедлива формула 

b В 

[ода = | Де] 9 де. (1) 
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> Пусть, для определенности, а < р, ифункция x = E(t) — строго 
возрастающая в промежутке [a,B]. Введем в рассмотрение следу- 
ющие две функции: 

Е 
ME) = | f[o()]- Фа, (2) 

$(5) 

(5) = | f(x)dx . (3) 
(a) 

Отметим, что функции A(E) и в(&) определены и непрерывны Ha 
промежутке [a,B]. Кроме того, имеем для любой точки Ee [o,f]: 

rE) = /[Ф()|- 9), 

(Е) (9) | 
и | | ло | | то] 9 = f[9()]-9(8 . 

(a) (a) 

Видим, что A(E) = p(E), Ee [a,B] => 

=> 4(€)-H(E) = с(соп$), Ве [0,В]. (4) 

Из (2) и (3) видим, что A(a) =0, (a) =0 => A(a)—-p(a) =0. Так 

как в (4) с — одно и то же для всех Ee [a,B], то получаем с =0. 

Таким образом, ^(5) - (5) =0, Fe [a,B] = ACG) = HS), бе [о,В]. 

Следовательно, в частности, A(R) = ц(В) ‚т.е. 

В ф(В) b 

J Ле]. 50а = f f(x) dx | Jf) «| 4 
ф(а) 

Примеры. 

In (1+ х) 
1+х2 ах. 

| 
1. Вычислить интеграл J = | 

0 

„Имеем > Положим х=1ег => dx= ; 
cos’ ft 

1=0 при x=0, 

к 
f=— при х=1. 4 p 
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Замечаем, что f(x) = * (I +) ЕС (10, 1]), x =9(1 (= 180) определе- 
+х 

нав В 4 и имеет там непрерывную производную —(f) (= |/ cos? f). 

Следовательно, 

л/4 n/4 
J= pint) ay Finds tsi) a = f In(+tgAat = 

о 1+2 l+tg“f cos*f 9 

4 ~2-CoS (F-1] 
-1 In sinf+cost , -| In dt = 

Cost 

n/4 
= т 1/2 41+ i Incos | 2-1 |ar— | [п cos #2. 

0 0 4 0 

> 7 
Bo втором интеграле в правои части сделаем замену a! =u > 

= dt = -аи. Будем иметь 

х/4 rn 0 n/4 х/4 
| In cos [5-м =- | Incosudu = | Incosudu} = | Incosfdt |. 
0 4 n/4 0 0 

Таким образом, 

n/4 

J= i In J2dt+ In cos 1 — 7 Incosédt = >12. < 

tT xsin x 
2. Вычислить интеграл J = = | 

91+ cos” x" 
» Имеем 

7 xsinx 2 xsin x 7 xsinx 
J=] sa ax = | 2 J 7 ax - 9 | +cos* x 9 1+cos* x д/2 | + COS” x 

Во втором интеграле справа сделаем замену X=N—-f => dx =—dt. 
Замечаем, что 

ш -z 
2 2’ 

д 
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Будем иметь 

р xsin x --| (x —t)sin (п-1) dt = 

nf? 1 + cos? хо“ › 1+с05? (1-1) 

_ (п-т! _ ? (n—x)sin x 
7 i 1 2 dt) = у 2 ах |. о 1[+с057 1 9 I+cos* x 

Теперь можем написать 

к : п/2 . n/2 . 
sin J = [Saws fh ae | —S a - 

9 1 +cos* x 9 1+cos* x о 1+cos* x 

к) 2 
х n к 

i xsin dx =n | s! = dx = —narctg (cosx)|" ==. 4 
1+ с05? x о 1+cos* x 4 

Замечание I, Вычисляя определенные интегралы по формуле 
(1), следует внимательно проверять условия, при которых эта фор- 
мула установлена. Формальное применение формулы (1) может 
привести к неверному результату. 

С этой целыьо рассмотрим следующий пример. 

х 

Ясно, что J = [ах =. Запишем теперь интеграл J в виде 

х к 

v= ls X+C =] t | 0 os’ x 4 COS” ae х+1). 

В последнем интеграле сделаем замену 2х =f => 4 = сх . По- 
cos’ x 

лучим 

0 dt J ={[=—=0. 
of +l 

Таким образом, получили п =0 (абсурд). 

Дело в TOM, что в промежутке [0,п] нельзя было делать замену 

Tt 
tex=f, так как функция tgx терпит разрыв в точке х=> 

у 
(sé [0, 7] ). 
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Замечание 2 (об определенном интеграле от четной и нечет- 
ной функции по симметричному промежутку). Пусть функция 

Л(х)е R([-a,a]) (промежуток симметричен относительно точки 

x =0). Тогда: 

1) ода = Of f(x)dx ‚ если f(x) — четная функция; 
0 -a 

2) р S(x)dx =0, если f(x) — нечетная функция. 
-a 

a 0 a 

> Имеем | f(x)dx = J f(x)dx + | f(x)dx. В первом интеграле 
-@ -@ 0 

справа сделаем подстановку x =—f. Получим 

0 0 а а 

| f(x)dx = —| f(-t)dt = уса | [иво 
‘а р о ; 

А тогда 

| SI (x)dx = | f(x)dx + ею = (Uren + f(-x)] dx. 
—а 0 0 0 

1. Пусть f(x) — четная функция. Тогда f(x) + /(-х) = 2f(x) и, 

следовательно, | f(x)dx = 2| f(x)dx. 
-a 0 

2. Пусть f(x) — нечетная функция. Тогда f(x) + f(-x) =0 и, 

следовательно, | f(x)dx =0. 4 

Примеры. 

R ° 

xsinx 3. Вычислить интеграл J = | >— dx. 
1+cos* x 

-л 

xsinx 
Здесь /(-х) = 5 — = f(x), т.е. f(x) — четная функция; 

1+cos* x 

промежуток интегрирования [—72, =] симметричен относительно 

точки х =0. Поэтому 
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xsinx rT 
к 

J/=2 dx =?.-—-=— 

| cos? x 2 

(использован результат примера 2). 

| 
4. Вычислить / = J xv +xodx. 

-! 

Здесь /(-х) = —х3 VI +x® =-f(x),T.e. f(x) — нечетная функ- 

ция; промежуток интегрирования [-1, 1] симметричен относитель- 

но точки x =0. Поэтому J =0. 

§ 12. Применение теории определенного интеграла 
к вычислению некоторых пределов 

Мы знаем, что 

b п-| 

ода = т >) Ax (1) 

Помним также, что если f(x)e А ([а,6]) ‚ то предел, стоящий в пра- 

вой части, не зависит ни от способа разбиения промежутка [a, 6] 

на части [X;,,X,4;], К =0,n—1, ни от способа выбора точек Ё, 

в [хи Хи]. В частности, промежуток [a,b] может быть разбит Ha 

4 b-a 
части [X;,,X,4,] равной длины, так что Ах, = —— для любого (К, 

n 

а в качестве точек Е, могут быть взяты, например, левые или пра- 

вые концы промежутков [х, ‚Хх, ]. Все вышесказанное позволяет 

использовать теорию определенного интеграла для вычисления 
пределов некоторых сумм. Проиллюстрируем это на примерах. 

1 
ж=0 х=- HF 

п 

V 

2 k 
a n 

Рис. 8.17. К решению примера | 
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| + | +... + 
n+l on+2 “ nen 

Пример 1. Пусть S,, -[ } Требуется най- 

ти lim S,,. 
пе 

( \ 

>» Перепишем S, в виде S, = ty + +... +1 . Вве- 
n I 2 n 

1+— 1+— 1+— 
м п nN) 

дем в рассмотрение функцию ff (x)=, ХЕ [0,1]. Составим 
х 

интегральную сумму Римана с для функции f(x) в промежутке 

[0,1]. Для этого разделим промежуток [0,1] на л равных частей 

[xy 1%], k =1,n. Тогда Ax, =x, —X,-4 те =<, для любого 
, 

k =1, м. В качестве точки E, на промежутке [x,_,, x, ] берем точку 

k . 
Хх =>, т. е. правый конец промежутка. Получим 

п п | | 

в= > Л) Ax = У. = = 
= Г о АЗС 

п =Ах 
=f (Ex) 

( \ 

=i M+ ee = 5). 
“14— 145 1+— 
Loon n n) 

У нас f(x) = еС([0, 1]) > Л(х)е А ((0, 1). Следовательно, 
1+х 

. | ах х=1 
lim 5, = 1m o= ВИ Fa (1 +x), =In2.¢4 

(mn —1)x 
Пример 2. Пусть S,, = аи sin 2 +... +Sin . Требу- 

n n 

ется найти lim S,. 
N—poo 
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» Введем в рассмотрение функцию f(x) = зтлх , хе [0, I]. Co- 
ставим интегральную сумму Римана в для этой функции в проме- 
жутке [0, 1]. Для этого разделим промежуток [0, 1] на л равных час- 

К =0, н-1. В качестве точки &; на промежутке [x;, X;,,,] берем точку 

xX, =—, k =0,n-1,T. e. левый конец промежутка. Получим 
n 

o= У Ла = ттт. =5,. 

Так как f(x) = зтлхе А (([0, 1]), To 

lim S, = lim o= [sin xa = —L cos mx -2 4 
N—poo 0 Tt 

(n=) 

1Р +2? +... + ИР 
nPt! 

Пример 3. Пусть S, = (р>0). Требуется найти 

lim S,. 
N—)oo 

р 

» Перепишем S, ввиде 5, = НС (2) + ... "(2 Вве- 
пл n n 

дем в рассмотрение функцию f(x) =x’, xe [0, |]. Составим для 
этой функции в промежутке [0, ||] интегральную сумму Римана с. 
Для этого делим промежуток [0, 1] на л равных частей [x,_),x;,],; 

К =1,n. В качестве точки &, в промежутке [x;,_),x,] берем точку 

К ‚. 
X, =— „т.е. правый конец промежутка. Получим 

n 

n n k р ] 

с = >, Л(Е, Аж > 29. 
k=l n - n 

Так Kak f(x) =x? (р>0), Л(х)е R([0, 1]), To 

x=l 

x? 1 
lim S, = lim o= [xP dx = __! 
nye 70 0 р+1 р+1 

On) x=0 
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Глава 9 

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

В этой главе вводится понятие интеграла в случаях: 
1) когда функция f(x), ограниченная в [a,b], не определена 

в нескольких точках этого промежутка; 
2) когда функция f(x) не является ограниченной в [a,b]; 
3) когда промежуток интегрирования имеет бесконечную длину. 

§ 1. Несобственный интеграл от ограниченной функции, 
не определенной в нескольких точках 

Пусть функция f(x) определена в [а,6] всюду, за исключением 

конечного числа точек xy, хо, ....х, (Xp <х, <...<х,, aU — ко- 

нечные числа), и пусть f(x) — ограниченная функция. 
Символ 

b 

| f(~)ax (+) 
а 

будем называть в этом случае несобственным интегралом функции / (x). 
Доопределим функцию f(x) произвольным образом в точках 

Хь, Х2, ...Х,. Новую функцию, которая определена уже во всем 

промежутке [a,b], обозначим через f(x). 

b 
Если функция f(x) e R({a,6]), причем | f(x)dx =J ‚то симво- 

a 
лу (*) приписывают числовое значение, полагая 

дах =, 
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b 
В этом случае говорят, что несобственный интеграл | I (x)dx схо- 

a 

дится. 

Замечание. Если мы доопределим функцию f(x) в точках 

Хх, Х2,...Х, иначе, то получим другую функцию f(x). Так как 

f(x) = f(x) +|F@) - Fe] и так как | Fx) Fx) | обращается 

в нуль всюду в [a,b], за исключением точек 1, ^^, ..., Хр, TO 

_ be. 
| F(x) - f(x) |e К ([а,6]),и Ло -F(x)| ах = (0. 3Ha4unt, если фун- 

Kuna /(х)е Е (|а,6]), то f(xe К ({a, 6], причем 

b . b _ 
[Fedde = [ Fedde. 

Приходим к выводу: несобственный интеграл (+) не зависит от 

того, как доопределена функция /(х) в точках х/,х», ..., X 

Примеры. 

р° 

1. Пусть имеется [т dx. Здесь f(x) = т определена в [0, 1] 
о Х 

всюду, за исключением точки x =0; f(x) — ограниченная функ- 
ция. Положим, например, 

F(x) = т, xe (0, ||, 

0, x =0. 

f(x) определена уже во всех точках [0,1]. Она ограниченная 

в [0,1] и имеет лишь одну точку разрыва x =0. Следовательно, 

| 
f(x) К (10, |), азначит, [sin - dx сходится. 

0 

a 

2. Пусть имеется [х шп хах (а>0 — определенное число). Здесь 
0 

J(x)=xInx определена в [0,2] всюду, за исключением точки 
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x =0. Так как lim x In x =0 , To f(x) — ограниченная функция. 
x~ 

Если ПОЛОЖИТЬ 

xInx, xe (0, 4], 
79 = | 0, x=0, 

то легко видеть, что Д(х)е C([0,a]). Следовательно, f(x) e R([0,a]), 

а 

а значит, несобственный интеграл [xin xdx (а>0) сходится. 
0 

§ 2. Несобственные интегралы IT рода 
(или несобственные интегралы от неограниченных функций) 

1. Пусть функция f(x) определена в промежутке [a,b] всюду, за 
исключением, быть может, точки а, в окрестности которой функ- 
ция f(x) не ограничена (аи 6 — конечные числа). Пусть f(x) такая, 

что /(х)е R([a,4]), где a— любое, удовлетворяющее условию 

a<a<b. 

Символ 

b 
J f(x)ax (*) 
a 

называется в этом случае несобственным интегралом II рода функ- 
ции f(x). 

Если существует конечный или бесконечный предел 

b 
J= lim | f(x)dx, 

а—а+0 
Qa 

то символу (*) приписывают числовое значение, полагая 

b 
[fQx)de=J. 
a 

Если предел /— число конечное, то говорят, что несобственный 
интеграл (*) сходится. Если же предел / бесконечен или не суще- 
ствует, то говорят, что несобственный интеграл (*) расходится. 

И. Пусть функция f(x) определена в промежутке [a,b] всюду, 

за исключением, быть может, точки р, в окрестности которой фун- 
кция f(x) не ограничена (а и 6 — конечные числа). Пусть функция 
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f(x) такая, что f(x) e R({a,B]), где В — любое, удовлетворяющее 

условию а<В<фб. 
Символ 

b 

J Лодах (**) 

и в этом случае называется несобственным интегралом И рода фун- 
кции f(x). 

Если существует конечный или бесконечный предел 

В 
/ ао УСО, 

то символу (**) приписывают числовое значение, полагая 

ак =. 

Если предел /— число конечное, то говорят, что несобственный 
интеграл (**) сходится. Если же предел J бесконечен или He суше- 

ствует, то говорят, что несобственный интеграл (**) расходится. 
Il. Пусть функция f(x) определена в промежутке [a,b] всюду, 

за исключением, быть может, точки с, в окрестности которой функ- 

ция f(x) не ограничена (аи b — конечные числа, a<c<b). 
Пусть функция f(x) интегрируема в любом замкнутом проме- 

жутке, содержащемся в [a,b] и не содержащем точку с. И в этом 
случае символ 

b 

[Года (+44) 
называется несобственным интегралом IT рода функции f(x). 

Числовое значение символу (***) приписывают следующими 
двумя равносильными способами. 

Способ I. 

b с b 

[ f(x)dx = [ f(x)dx + | f(x)dx. 

¢c 

Здесь в правой части | f(x)dx — несобственный интеграл II рода 
а 

b 
типа (**), | f(x)dx — несобственный интеграл И рода типа (*). 

с 
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b 
Несобственный интеграл | Ff (x)dx называют сходящимся, если 

а 

с b 

сходятся одновременно | f(x)dx и | f(x)dx . 

Cnoco6 2. 
a С 

Глок = | lim, TF pede + Г ладах 
у fuer a cry 

Важно заметить, что здесь ¥ > +0 и у’ > +0 по произвольным, не 
зависящим друг от друга законам. 

Замечание. Может оказаться, что не существует конечный 

jim, "Рак + J f(x)dx |, 
Yor0 L 4 

когда 5’ -› +0 и 7” > +0 по произвольным, не зависящим друг OT 
друга законам, однако, существует конечный предел 

J= tim, Года лак . 
C+Y 

В этом случае предел J называют главным значением несобствен- 

b 
ного интеграла (***) и пишут J =у.р.| f(x)dx. 

а 

Пример. Пусть имеется |. Здесь /(х)=— | определена в [-1, 1] 
х 

всюду, за исключением точки x =0, в окрестности которой f(x) 

не ограничена. Данный интеграл — несобственный интеграл |] рода 
типа (***). 

Имеем 

. ae dx ; ax . x=! 

lim — j= = lim [In (—x)|" 1 + м x]. .|= 
у’—>+0 xX w X у’—>+0 x= =у 
у”—>+0 L- у у”—>+0 

= lim Lin y’ — шт] = jim, ind, у 
у eet, 1 20 
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Этот предел не существует, когда y¥ > +0 и 1’ > +0 по произ- 
вольным, не зависящим друг от друга законам. Однако 

| 
Вывод: у.р. | 4% =0. 

_| x 

$ 3. Признаки сходимости 
несобственных интегралов II рода 

Для определенности будем рассматривать несобственные ин- 
тегралы If рода типа (**). Утверждения, которые будут установле- 
ны для них, легко переносятся на несобственные интегралы 11 
рода типов (*) и (***). Поэтому во всех теоремах, рассматриваемых 
ниже, предполагается, что функция f(x) определена в промежутке 

[a,b] всюду, за исключением, быть может, точки 6, в окрестности 
которой f(x) не ограничена. Кроме того, предполагается, что 
f(x) е К((а,В]) ‚ где В — любое, удовлетворяющее условию а <В<ё 
(рис. 9.1, 9.2). 

ya ya 

„= 

My b 
x aa В x 

аа Bb 

Puc. 9.1 Puc. 9.2 

Теорема 1. Пусть 4 — любое число, удовлетворяющее условию 

b b 
a<a@<b. Тогда несобственные интегралы | Годах и | f(x)dx 

a a 

сходятся или расходятся одновременно. 

№» Возьмем В — любое, удовлетворяющее условию а<В<б. 

Имеем 
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В a В 
J f(x)dx = | f(x)de + | Годах. (1) 

b 
a) Пусть | J (x)dx сходится => существует конечный предел 

а 

В 
slim, ГУбдах. Но тогда из (1): существует конечный предел 
> - 

a 
В b 

slim J f(x)dx > J f(x)dx сходится. 

b 
6) Пусть | J (x)dx сходится => существует конечный предел 

а 

В 
slim, Асоах. Но тогда из (1): существует конечный предел 
—_ - 

а 

В b 
slim, | f(x)dx => J f(x)dx сходится. 

Замечание. В случаях a) и 6) имеем 

b a b 

J f(xyde = J f(x)de + | Лодах. 

b b 
в) Пусть | J (x)dx расходится. Нужно показать, что и | I (x)dx 

a a 

расходится. 

b 
Рассуждаем от противного. Допустим, что | J (x)dx сходится. 

а 

b 
Но тогда по пункту а) должен сходиться | JS (x)dx , а это не так. 

а 

b b 
г) Пусть | J (x)dx расходится. Нужно показать, что и | SI (x)dx 

a a 

b 
расходится. Рассуждаем от противного. Допустим, что | I (x)dx 

a 
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b 
сходится. Но тогда по пункту 6) должен сходиться | I (x)dx ‚а это 

а 
не так. $ 

Пусть f(x) 20 хотя бы для хе [4,65), а<а<ь. Пусть В — лю- 

бое число, удовлетворяющее условию а <В <b. Нетрудно понять, 

В 
что | f(x)dx представляет собой переменную величину, возрас- 

a 

тающую вместе с увеличением В. Мы знаем, что для существова- 
ния конечного предела у такой переменной при В > 2-0 необ- 
ходимо и достаточно, чтобы она была ограниченной сверху, т.е. 
чтобы существовало число А > 0 такое, что 

В 
[74 < К, 
а 

для любого В, удовлетворяющего условию 4 <В<ф. Таким обра- 
зом, доказана следующая теорема. 

Теорема 2. Если /(х)>0 хотя бы для хЕ [4,65) (а<а<Ь), то 

b 
для сходимости несобственного интеграла | JS (x)dx (а значит, и 

a 

b 
несобственного интеграла | f(x)dx ) необходимо и достаточно, 

а 

В 
чтобы существовало число K >0 такое, что | /(х)ах < К, Ве (4,6). 

a 
Теорема 3 (первый признак сравнения). Пусть f(x)20 и 

g(x) > 0 хотя бы для x [4,65), аза<. Пусть f(x) < g(x), xe [4,5). 

b b 
Тогда: 1) из сходимости |2(х)4х следует сходимость | годах; 

а а 

b | 
2) из расходимости | f(x)dx следует расходимость [< ах. 

а а 

№» Возьмем В — любое, удовлетворяющее условию а <В<фб. 

Имеем 
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В В 
J Годах < Го ах (2) 

b b 
1) Пусть | 2(x)dx сходится > J g(x)dx сходится = существует 

а a 

В В 

число К>0 такое, что [g(x)dx< K, Ве (a,b) > [7о4х <К, 
a a 

b b 
Ве (4,5) = | f(x)dx сходится => | £(x)dx сходится. 

a 

b b 
2) Пусть | /(Сх)ах расходится. Нужно доказать, что J дах 

а а 

расходится. 

b 
От противного: допустим, что | g(x)dx сходится => по пункту 1) 

а 

b | 
| Л(х)ах сходится, а это не так. 4 
а 

Теорема 4 (второй признак сравнения). Пусть f(x) >0, g(x) > 0 

хотя бы для хЕ [4,5), a<s<a<b. Пусть существует конечный, от- 

личный от нуля предел 

t= tim 5 (x0, 
xb-0 2(X) I # =). 

b b 
Тогда несобственные интегралы | Ух)ах и | g(x)dx сходятся или 

а а 

расходятся одновременно. 

» По условию / #0, #0. Ясно, что [> 0. Возьмем =>0 — 

любое, но такое, что /[-=>0. 
у ® { | } > 

По условию /= lim I(x) — взя- О /[- / [Е 
x-»b-0 #(Х) 

Рис. 9.3. К. доказательству 
Tomy € > 0 отвечает 5 > 0 такое, что теоремы 4 
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fe) _, 
g(x) 

Можно считать, что D-—S =a, >a. Обозначим: [-в=р, [+==а 
(р>0, а>0 — определенные числа). Неравенство (3) можно за- 
писать теперь в виде: 

<=, если р-б<х<Ь. (3) 

р< or) Seg, если ХЕ [a,,b), 

или в виде 

р. g(x) < f(x) < а: &(х) ‚если хе [а,,6). (4) 

b b b 
1) Пусть | g(x)dx сходится => | g(x)dx сходится => [а: 2(x)dx 

ae Qe a 

(4) 6 b 
сходится => | J (x)dx сходится => | I (x)dx сходится. 

ae a 

b b b 
2) Пусть | f(x)dx сходится => | У@)ах сходится © р. 2(x)dx 

b b 
сходится = | g(x)dx сходится => | g(x)dx сходится. 

a. a 

b b 
3) Пусть | J (x)dx расходится. Нужно показать, что и [4х 

а а 

расходится. 

b 
От противного: допустим, что J g(x)dx сходится. Ho тогда, по 

а 

b 
пункту 1), | f(x)dx сходится, а это не так. 

а 

b 
4) Пусть | g(x)dx расходится. Нужно показать, что расходится 

а 

и дах . 
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b 
От противного: допустим, что | f(x)dx сходится. Но тогда, no 

а 

пункту 2), | g(x)dx сходится, а это не так. 4 
а 

Замечание. Применение теоремы 4 для исследования несоб- 

b 
ственного интеграла | f(x)dx требует знания некоторой “эталон- 

а 

ной” функции g(x). Довольно часто в роли такой “эталонной” 
функции выступает 

] 
(х) = А, >0, хЕ [а,5), a<b s(x) = 7 ( [4,6), a< 6), 

Поэтому важно знать, что несобственный интеграл 

f dx 

a (b —x)* 

сходится, если A <1, и расходится, если А. >1. (Заметим, что если 

А, < 0, то данный интеграл является собственным.) 
} 1) Пусть А. <1. Имеем 

х=В | 

= [6-а)* -(6-B)'* | = 
В _ пм-^ 

> lim | dx х = (6 ~ a) => 
B5-0° (b- x) 1-А 

B dx _ ] _ yy\l-a 

fo TO х=а 

8 a 
| - А, <1 > 1b ~ x) сходится, если . 

2) Пусть А, = 1. Имеем 

В 
oem (b- x)[<* = In (6-a)-In(b-B) => 

= lim | ax = + => 
Bb-0° 6-х 

f dx 
> (b—x)* расходится, если A=1. 

а ( 
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3) Пусть 7A >1. Имеем 

| | dx __ | ] _ ] | _ | _ 

g(b-x)" 1-Х 6-х", А-П О-ВА" а)" 

= оо = 
. dx 

= lim J 
Bb-0- (b-x) 

> J (b- xy расходится, если A>1. 

Примеры. 

l inx 
1. Исследовать сходимость интеграла J = = | 

01-х? 
dx. 

определена в промежутке [0,1] всюду, за ис- 
» f(x) = = x 

ключением точек x =0 и x=1. (Эти две точки — особые.) Пред- 
ставим J в виде суммы двух несобственных интегралов: 

1/2 
J= {Paes [| ИХ жалел. 
Ш _ 

=Л =/, 

V2 Inx Рассмотрим J; = | > dx. У этого интеграла лишьточка х = 0 
0 — x? 

является особой. Имеем fim, f(x) = lim Inx =-o => f(x) — 
х—>+0 | — x? 

неограниченная в правой полуокрестности точки х = 0.Значит, Л — 

несобственный интеграл | рода. 

= x 
> _~ Шах, то в качестве функции g(x) сле- 

— x х>+0 
Так как f(x) = 

дует взять g(x) = шх. Тогда 

m f(x) _ lim Inx = |i ] 
= lim =|, 

x40 B(x) x90 (1-х) шх x90] - x? 
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1/2 1/2 
Следовательно, несобственные интегралы | S(x)dx и | 2(x)dx 

0 0 
в смысле сходимости ведут себя одинаково. Имеем 

2 1/2 vi _ 
J g(x)dx = J In xdx = tim | In xdx = tim n [xInx—- x] 

1/2 
— определенное число => | g(x)dx сходится. Значит, и несобствен- 

ный интеграл J; сходится. 

| inx 
5 aX. У этого интеграла лишь Рассмотрим теперь J, = | —— 

точка x =1 является особой. Имеем 

In |] —| 
Jim jf = lim mx = п + (x ›] 

1-0] -х x1-0 (1-х)(1+х) 

x-1 | 
= ] = —— 

Jima +x) 2 
| 

= f(x) — ограниченная в промежутке В | Положим 

soo,xe[ 5.1} 
F(x) =: 

АА ed. 
ь 

Ясно, что f(x) e c([> |} = | f(x)dx существует. Следователь- 
1/2 

| 
но, Jy = | f(x)dx сходится. 

172 
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Так как несобственные интегралы J, и J, сходятся, то сходит- 

ся и несобственный интеграл J = | Inx 
9 1-x? 

5х. 4 

2. Исследовать сходимость интеграла J = = jar 

определена в промежутке [0,1] всюду, за иск- 
x? 

> f(x) === 
1-х 

лючением точки x =1 (если p20) и 3a исключением точек x =0, 

x=1 (если р<0). Представим JB виде суммы двух интегралов 

/2 р I p 
= [det | Sede a4 J, 

4 4 0\м-х рых 
=J, =J, 

1/2 

— собствен- Рассмотрим J, = J 

ный интеграл. В этом случае /(х)Е С [2 3]} и, следовательно, 

| 
J, существует. Если р<0, то f(x)= > lim ЛС) = = 

xP] —x4 x40 

lim | = +oo => f(x) — неограниченная в правой полуок- 
~ х-+0 ХР. — x4 

рестности точки x = 0.Значит, J; — несобственный интеграл П рода. 

x? | 
Tak как Л(х)= хх? >» ТО в качестве функции g(x) 

f(x) _ Г _ следует взять g(x) = ——. Тогда lim, (x) = lim я =1. Следо- 
xP х—>+0 g x40 Хх 

1/2 1/2 
вательно, несобственные интегралы | f(x)dx и | g(x)dx всмыс- 

0 0 
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1/2 2 4 
x 

ле сходимости ведут себя одинаково. Но | водах = Js схо- 
0 x 

дится, если —p <1 и расходится, если —p 21. Значит, и несобствен- 

ный интеграл J; сходится, если р > -1, и расходится, если р <-1. 

| xP 

Рассмотрим теперь J» = | 
1721 — x4 

dx . У этого интеграла лишь 

точка xX =1 является особой. Имеем tim jf OD) = tim 
—1-0 = 

= f(x) — неограниченная в левой полуокрестности точки x=1. 

Значит, J, — несобственный интеграл второго рода. Так как для 

любого р 

од = aa ~ —| 
Их. i+ x Vi 4 x2 71-0 21 - x)? 

то в качестве функции 2(х) следует взять &(х) = x | 2 . Тогда 
_х 

f(x) | | т ——=1 и, следовательно, | S(x)dx и J ах в смысле 
х—1-0 g(x) 2 1/2 

| 1! 
сходимости ведут себя одинаково. Ho | g(x)dx =- Г схо- 

172 272 ( a 2 

р р .. хРах 
дится. Значит, несобственный интеграл J> = | сходится 

2-х“ 

при любом р. У нас Л сходится при р>-1 и расходится при 

р<-1; J, сходится при любом р. Следовательно, несобственный 

сходится при р>-1 и расходится при интеграл J = Pees a 

ps-l.dq 
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"? dx 
3. Исследовать сходимость интеграла J = | — 

9 sin’ xcos? x 

| 

sin? x-cos? x 
» S(x)= в промежутке В 4 определена и не- 

прерывна, если одновременно р<0иа<0; 

f(x) определена в В 4 всюду, за исключением точки х =0, 

если 9 <0, ар > 0; 

1 д 
f(x) определена в | 4 всюду, за исключением точки X = 5, 

если р<0, аа > 0; 

д 
f(x) определена в | 0, 5 всюду, за исключением точек х =0, 

х = 5 ‚ если одновременно g >0, р>0. 

Представим J в виде суммы двух интегралов J = Л +. , где 

4 
р _ м dx n/2 dx 
17 ] пр qy’ 2 J Gop q о sin? x-cos? x 214 sin? x - cos? x 

mt dx 
Рассмотрим J, = | . Этот интеграл — собствен- 

9 sin’? x-cos? x 

ный, если р<0 (4— любое). Л — несобственный интеграл лишь 
при р>0. В этом случае у него точка х =0 является особой точ- 
кой; /(х) оказывается неограниченной в правой полуокрестнос- 
ти точки x=Q. 

Так как /(х) = ~ 1 при любом а, то в каче- 
sin? x- cos? x x7+0 x? 

стве функции g(x) следует взять #(х) = и . Тогда lim —— L(x) =|. 
ХР х>н) g(x) 

Следовательно, несобственные интегралы J; H J g(x)dx = | — 
0 ох 

в смысле сходимости ведут себя одинаково. 
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W4 Ay 
Ho | —, сходится при р < 1 и расходится при р>1. Значит, 

ох 

J, сходится при р<1 (4— любое) и расходится при р>1 (q— 

любое). 
J, — несобственный интеграл лишь при 4 >0. В этом случае 

T as LT 

у него точка х = 5 является особой точкой; f(x) оказывается нео- 

, . Tt 
граниченной влевой полуокрестности окрестности точки х = >. Имеем 

] ] ] 
f(x) = — = ~ ’ 

sin’? x-cos? x tnx Ч ofr 4 
sin? x-|sin] —-—x 2 | --х 

2 2 

л/2 
при любом р. Так как | 7 сходится при 4 < 1 и расходится 

nf4( п 
2 

m2 dx 
при 9 >1, то заключаем, что J, = | сходится при 

д/4 sin? x-cos? x 

а<1! (p— любое) и расходится при а21 (p— любое). 
Итак, получили: J; сходится лишь тогда, когда p <1, q— лю- 

бое; J, сходится лишь тогда, когда q <1, р — любое. Следователь- 

HO, Л и J, сходятся одновременно лишь тогда, когда одновремен- 

HO р<1 иа<!1. Значит, У/сходится лишь тогда, когда одновременно 

р<!; 4<1. 

2 dx 
4. Исследовать сходимость интеграла J = | 

nx 0 

> f(x) = определена в промежутке [0,2] всюду, за ис- 
nx 

ключением точек х=0, X=1. Так как точка x =1 лежит внутри 
промежутка интегрирования, то представим интеграл J в виде сум- 
мы трех интегралов J = Л +.) + Л; ‚ где 
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Вспоминаем, что интеграл J называется сходящимся, если будут 
сходиться одновременно все три интеграла у, Jo, J3. 

2 4 

Рассмотрим J, = | ——. Y этого интеграла лишь точка x =0 в = 

является особой. Имеем tim, Д(х) = lim ——=0 = f(x) — orpa- 
X—+ 

ниченная в промежутке [с >| Положим 

г 

Их, хе (с | . f(x) =: 2 
0, x = 0. 

~ 2 _ 
Ясно, что f(x)eE < 3] => | Jf (x)dx существует. Следователь- 

0 

но, несобственный интеграл J; сходится. 

Рассмотрим J, = jm =. У этого интеграла лишь точка x =1 
пх 1/2 

является особой; f(x) — неограниченная в окрестности точки 

x =|. Имеем 

] ] 
f(x) = = = —. Inx In [l+(x-1)]xo1x-! 

г dx . 
Так как XW] Расходится, то расходится и несобственный 

12х- 

интеграл J, = is Совершенно аналогично устанавливается, что 
1/2 

. + dx 
несобственный интеграл J; = J расходится. 

пх | 
2 

Общий вывод: исследуемый несобственный интеграл J = [4% т 
пх 0 

расходится. 
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$ 4. Общий признак сходимости 
несобственного интеграла П рода 

Прежде чем сформулировать общий признак сходимости несоб- 
ственного интеграла П рода, вспомним общий признак существова- 

ния конечного предела у функции O(B), заданной в промежутке 

[a,b) при В->6-0. 

Для того, чтобы у функции Q(B) , заданной в промежутке [а,6), 

существовал конечный предел при В 6-0, необходимо и дос- 

таточно, чтобы любому = > 0 отвечало 6 > 0 такое, что как только 

р-5<В<рир-65<В” < Ь, так сейчас же |ф(В") -Ф(В’] < :. 

Пусть f(x) задана в [a,b] всюду, за исключением, быть может, 

точки 6, и является неограниченной в окрестности точки 6. Пусть 

f(x) такая, что f(x)e А ([а,В]) ‚ где В — любое, удовлетворяющее 

условию а <B <b. Подчеркнем, что f(x) может принимать в [а,5) 

значения разных знаков. Мы знаем, что сходимость несобственно- 

ь . 
го интеграла | f(x)dx равносильна существованию конечного 

а 

В 
предела у функции (В) = | f(~)dx при B—> 6-0. 

Имеем 

p° В’ В" 

9(8)- 98) = | одах - [ Годах = | Года. 
а а В 

Следовательно, справедлива теорема. 

b 
Теорема. Для сходимости несобственного интеграла | I (x)dx 

a 

необходимо и достаточно, чтобы любому $ > 0 отвечало число 6 > 0 

такое, что как только b-8 <P’ <b и b-5 <P" <b, так сейчас же 

в" 

| f(x)dx <5. 
3 
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$ 5. Абсолютно сходящиеся 
несобственные интегралы П рода 

Пусть f(x) задана в [a,b] всюду, за исключением, быть может, 

точки ф, и не является ограниченной в окрестности точки 6. Пусть 

f(x) такая, что f(x) e А ([а,В]) ‚ где В — любое, удовлетворяющее 

b 
условию а<В<ф. Если несобственный интеграл | |f(x)| ах схо- 

а 

b 
дится, то несобственный интеграл | f(x)dx называют абсолютно 

а 

сходящимся. 

b 
Теорема 1. Если несобственный интеграл Л f (x)| dx сходится, 

a 

b 
то несобственный интеграл | f(x)dx также сходится. 

а 

b 
> Возьмем =>0 — любое. По условию ||/(х)] 4х сходится > 

а o 

взятому => 0 отвечает б> 0 такое, что как только b—-5<B' <5, 

р -6<В” <b, так сейчас же <. 

у 
flseo] ах J 

Имеем < . Поэтому и подавно <$, 

у 
[ лодах ) 

. 
ОЕ 

В” 

J Года 
ы 

b 
если b-5 << b, b-8< "<b = | /(х)ах сходится. 4 

a 

Замечание. Теорема | необратима, т. е. из сходимости интеграла 

b b 
J f(x)dx не следует сходимость || f(x)| dx. 
a 

Теорема 2. Пусть |f(x)| < g(x) хотя бы для хе [4,b), asa<b. 

b 
Тогда из сходимости несобственного интеграла J g(x)dx следует 

а 
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сходимость (и притом абсолютная) несобственного интеграла 

b 
| f(x)dx. 
a 

>» По первому признаку сравнения (см. теорему 3 $ 3) из сходи- 

b b 
MOCTH | g(x) dx следует сходимость fl f (x)| dx = по теореме | де- 

а а 

лаем заключение о сходимости (и притом абсолютной) несоб- 

b 
ственного интеграла | f(x)dx. 4 

а 

b 
Teopema 3. Пусть имеется несобственный интеграл | I (x)g(x)dx. 

a 

1) Пусть g(x) — ограниченная на [a,b], т.е. существует L > 0 

такое, что |g(x)| < L, хе [а,6]. 

b b 
2) Пусть | f(x)dx сходится абсолютно, т.е. сходится ||/(х)] dx . 

а а 

b 
Тогда | FS (x)g(x)dx сходится абсолютно. 

а 

> Имеем 

[ f(x) - g(x)| =). |5 < Е.О), x € [a, 5). 
b b 

По условию ПЖ) dx сходится > Ехо ах сходится => 
а а 

b b 
fl F(x) - g(x)| dx сходится => J f(x): g(x)dx сходится абсолютно. q 

a a 

$ 6. Несобственные интегралы первого рода 
(или несобственные интегралы 
по бесконечному промежутку) 

I. Пусть функция f(x) определена в [а, + <) (а— конечное 

число). Пусть f(x) такая, что f(x)e R([a, Bl), где В — любое ко- 

нечное число, удовлетворяющее условию В>а. 
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Символ 

У. (1) 
называют несобственным интегралом первого рода функции f(x). 

Если существует конечный или бесконечный предел 

В 
Л = lim | f(x)dx, 

B-yt00 7 

то символу (1) приписывают числовое значение, полагая 

+oo 

| S(x)dx=J. 
a 

Если предел J — число конечное, то говорят, что несобственный 
интеграл (1) сходится. Если же предел J бесконечен или не суще- 
ствует, то говорят, что несобственный интеграл (1) расходится. 

II. Пусть функция f(x) определена в (-с°,6] (Ь — конечное 

число), и пусть f(x) такая, что f(x) e А ([4,6]) ‚ где А — любое ко- 

нечное число, удовлетворяющее условию A <b. 

Символ 

b 

[ fede (2) 

называют несобственным интегралом первого рода функции f(x). 

Если существует конечный или бесконечный предел 

b 
Л = lim | f(x)dx, 

А—>—о A 

то символу (2) приписывают числовое значение, полагая 

b 
| S(x)dx=J. 

Если предел /— число конечное, TO говорят, что несобственный 
интеграл (2) сходится. Если же предел J бесконечен или не суще- 

ствует, то говорят, что несобственный интеграл (2) расходится. 
Ш. Пусть функция f(x) определена на промежутке (-о°, + сэ). 

Пусть функция f(x) интегрируема на любом конечном проме- 
жутке вещественной оси. 
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Символ 

[ лодах (3) 

называют несобственным интегралом первого рода функции f(x). 
Числовое значение символу (3) приписывают следующими 

двумя равносильными способами. 
Способ I. 

+ ео b a 4ео 

[| Года = | Лодах+ | Лодак+ | f(x)dx. 
-со со b a 

b 
Здесь в правой части | f(x)dx — несобственный интеграл пер- 

—©о 

+00 

Boro рода типа (2), | i (x)dx — несобственный интеграл первого 
а 

рода типа (1), риа — конечные, любые. 
Способ 2. 

lim 
A-)-0o 
В+ 

+00 B 

_ | Лодах = lim | Лодах, 
—co A 

Важно заметить, что здесь A 4-00, В > +00 NO произвольным, не 
зависящим друг от друга законам. 

Замечание. Может оказаться, что не существует конечный предел 

В 
jim ЛОдах, 
В+» A 

когда A > —<, В > +00 по произвольным, не зависящим друг от 
друга законам, однако существует конечный предел 

/ = fim | Лод. 

В этом случае предел J называют главным значением несобствен- 

+оо 

ного интеграла (3) и пишут J = v.p. | f(x)dx. 
—0o 

+00 

Пример. Пусть имеется | 1+х dx. 3necb f(x) = 1+х 
7 1+х? 1+х2 

лена и непрерывна на промежутке (-°°, + со) и, следовательно, 

опреде- 
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интегрируема Ha любом конечном промежутке вещественной OCH. 
Данный интеграл — несобственный интеграл | рода. 

Имеем 

В = 
lim j= dx = jim im | arcte x74 + + (+x?) AP 
A 
B—>»+00 +x" 82 foo 

1, 1+2 _ 1, 1+ 82 
= lim arctg В —arctg A + —In ——> =д+ lim ~In——,;. 

А—-— 2 1+A 4—2 [+A 
В+ В+ 

1, 1+8? 
Ясно, что lim —In——~— не существует, когда A —>-—o, а 

45—2 1 4A? 
B-»+00 

В — +00 MO произвольным, не зависящим друг от друга законам. 

Однако 

lim Lex 4х = | lim arctg A — arctg (-A)+ tnt = Tt 
Arto “14x 1+A 

te 1+х 
Вывод: v.p. ax=T. 

PS oe 

§ 7. Признаки сходимости несобственных интегралов 
первого рода 

Для определенности будем рассматривать несобственные ин- 

тегралы первого рода типа (1). Утверждения, которые будут уста- 
новлены для них, легко переносятся на несобственные интегралы 
первого рода типа (2), а, следовательно, и типа (3). 

Поэтому во всех рассматриваемых ниже теоремах предполага- 
ется, что функция f(x) определена в промежутке [а, +), и 

f(x) R([a, В]) ‚ где В — любое конечное число, удовлетворяющее 

условию B>a. 

Теорема 1. Пусть р — конечное число, любое, но такое, что b > a. 

+400 400 

Тогда несобственные интегралы | I (x)dx и | I (x)dx сходятся 
a b 

или расходятся одновременно. 
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№» Возьмем число В конечное, любое, HO такое, что B>b 
(> Ва). Имеем 

В b B 

J Лодах = | f(x)dx+ | f(x)adx. (1) 
a a b 

+00 

|) Пусть | f(x)dx сходится = существует конечный предел 
а 

В 
Jim | f(x)dx . Но тогда из (1) следует, что существует конечный 

—>too 
a 

B +00 

предел lim | f(x)dx > | f(x)dx сходится. 
B-»+00 5 4 

+00 

2) Пусть | f(x)dx сходится = существует конечный предел 
b 

B 
jim | /(х)ах. Но тогда из (1) следует, что существует конечный 

—)-foo b 

B +00 

предел lim [ f(x)dx => | f(x)dx сходится. 
—)-+00 

a a 

4+0 

3) Пусть | f(x)dx — расходится. Нужно доказать, что pacxo- 
а 

+oo 

дится и | f(x)dx. 
b 

4+0 

Рассуждаем от противного. Допустим, что | Ff (x)dx сходится. 
b 

+00 

Но тогда по пункту 2) должен сходиться | i (x)dx , а это не так. 
а 

4+0 

4) Пусть | f(x)dx — расходится. Нужно доказать, что расхо- 
b 

дитя и Г FS (x)dx. 
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4+0 

Рассуждаем от противного. Допустим, что | i (x)dx сходится. 
a 

+00 

Но тогда по пункту |) должен сходиться | Л(х) ах ‚ а это не так. q 
b 

Пусть функция f(x) > 0 хотя бы для хе [b, + 0) (624). Пусть 

число В — конечное, любое, но такое, что В>Ь. Ясно, что 

В 
| Г(х)ах (= Ф(В)) представляет собой функцию от В, определен- 
b 

ную в [b, +o) и неубывающую там. Мы знаем, что сходимость 

+00 

несобственного интеграла | f(x)dx равносильна существованию 
b 

B 
конечного предела у функции Q(B) = [| £(x)dx при В >> +<®. Но 

b 

для существования конечного предела при В > + у функции 

Ф<(В) необходимо и достаточно, чтобы существовало число К > 0 

такое, чтобы было 

В 

Ф(В) = | f(x)dx < К , для любого В(В>Ь). 
b 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 2. Если /(х)>0 хотя бы для xe [6, +) (b2a), то 

+00 

для сходимости несобственного интеграла | JS (x)dx (а значит, и 
b 

+09 

несобственного интеграла | Jf (x)dx) необходимо и достаточно, 
а 

В 
чтобы существовало число А > 0 такое, что | SI (x)dx < К , для лю- 

b 

бого В(В>Ь). 
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Теорема 3 (первый признак сравнения). Пусть f(x) 20, g(x) 20 

хотя бы для хЕ [b, +0) (b2a). Пусть f(x) < g(x), xe [b, +0). 

Тогда: 

+00 +090 

1) из сходимости | g(x)dx следует сходимость | f(x)dx; 
a a 

42° 00 

2) из расходимости | JS (x)dx следует расходимость | 2(х)ах. 
а а 

}> Возьмем число В конечное, любое, но такое, что В > b. Имеем 

0 < Гоа < { e(x)de . (2) 
b b 

+00 оо 

|) Пусть | g(x)dx сходится > J g(x)dx сходится = суще- 
b a 

B 
ствует число K > 0 такое, что [804 < К ‚ для любого В(В>Ь). 

b 

B 
Ho тогда из (2) следует, что | f(x)dx < К, для любого B>b => по 

b 
42° 42° 

теореме 2: | f(x)dx сходится => | /(х)ах сходится. 
b a 

oo 

2) Пусть | f(x) dx расходится. Нужно доказать, что расходит- 
а 

сяи | g(x)dx. 
a 

+00 

Рассуждаем от противного. Допустим, что | #(х)ах сходится. 

а 

+00 

Но тогда по пункту 1) должен сходиться | Х(х)ах , а это не так. q 
а 

Теорема 4 (второй признак сравнения). Пусть f(x) > 0, g(x) > 0 
хотя бы для хе [b, +0) (62a). Пусть существует конечный, OT- 

личный от нуля предел 
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[= lim ae (1#0, 1#0). 

42° +00 

Тогда несобственные интегралы | f(x)dx и | g(x)dx сходятся 
а а 

или расходятся одновременно. 

» По условию, 1#0, [#°. 
° + —_> Ясно, что />0. Возьмем e>0 — 
O ГЕ Г He любое, но такое, что /-=>0. По 

Рис. 9.4. К доказательству f(x) (x) 
теоремы 4 условию / = lim => взятому 

X-r+00 @ g(x) 

=> 0 отвечает число b, (можно считать 65. > b) такое, что 

Lt) —-ii<e,ecnux2b => 
g(x) 

=> /[- Е «чье, +00) => (3) 

=> р-&(х) < Л(х) <4:8(х), xelb,, +). 

(Здесь положено р=/-=, а=/+=; р>0, 4>0 — определенные 

числа.) 

+00 ео $00 
1) Пусть | g(x)dx сходится= | g(x)dx сходится= | q-g(x)dx 

а b. (3 

(3) += 
сходится => т f(x)dx сходится => i Sf (x)dx сходится. 

|, а 

2) Пусть | годах сходится => | f(x)dx сходится > 
b & 

42° 42° +00 

| р: &(х)аАх сходится > J g(x)dx сходится => | g(x)dx сходится. 
b, b, 
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+00 +00 

3) Пусть | g(x)dx расходится. Нужно доказать, что и | f (x)ax 
a a 

расходится. 
+00 

Рассуждаем от противного: допустим, что | I (x)dx сходится. 
a 

+00 

Но тогда, по пункту 2), | g(x)dx должен сходиться, а это не так. 
2 

+00 

4) Пусть | f(x)dx расходится. Нужно доказать, что расходит- 

+00 

сяи | g(x)dx. 
а 

400 

Рассуждаем OT противного: допустим, что | g(x)dx сходится. 
а 

+00 

Но тогда, по пункту 1), | J (x)dx должен сходиться, а это не так. | 
а 

Замечание. Применение теоремы 4 для исследования несоб- 

+00 

ственного интеграла | f(x)dx требует знания некоторой “эта- 
а 

лонной” функции g(x). Довольно часто в роли такой “эталон- 

| 
ной” функции выступает &(х) = д, ХЕ [а, + ®э), а>0. Поэтому 

+00 

x 
важно знать, что несобственный интеграл | Хх (а>0) сходится, 

а 

если >11, и расходится, если А. <1. 

№» Пусть A #1. Имеем 

fox tT О ВОВА ООО ВИ 
x -А xt] 1-2 | 

а 
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= ‘7 (определенное число); если 
а 

B 
< 1, то jim J 

Пусть А, =1. Имеем 

B 
ax _Inx х| = =InB-Ina => lim Jat, 

a Хх B-> +00 

а Xx 
Вывод: несобственный интеграл ye a> 0, сходится, если 

а 

А, > 1, и расходится, если А. <1. 4 

Примеры. 

= ах 

У 

определена и непрерывна в промежутке 

1. Исследовать сходимость интеграла / = 

] 
Л) == 

4 * х. x? +1 

[[, +00) = f(x)e А (1, В]), где В — любое, удовлетворяющее ус- 

ловию В>|. /— несобственный интеграл | рода. Так как 

f(x) = —L ~ то в качестве функции g(x) следует 
Px? 4p хе P| 

взять &(х) = . Тогда 
| 

593 

5/3 
lim J) _ lim —~——— = 1 (#0, #0). 

ed x 5 
Было показано, что | Pp сходится (A = 3 > |). Значит, несобствен- 

| 

ный интеграл J тоже сходится. 4 
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+00 

2. Исследовать сходимость интеграла J = | xP le-* dy . 

> Здесь f(x) =x? 'e*. Если p21, To f(x) определена и He- 

прерывна Ha промежутке [0, + °°); Если p<1,To f(x) определе- 

на и непрерывна на промежутке (0, +o); f(x) — неограничен- 

ная в правой полуокрестности точки x = 0. Поэтому представляем 

| 
Ув виде суммы двух интегралов J = Л +./. ‚ где J, = [xP te*dx ‚а 

Л = | x? te*dx. 

| 
Рассмотрим J, = fx? te“*dx. Если р>1, то Л — собственный 

интеграл; если р<1, то Л — несобственный интеграл И рода. 

Точка x =0 — единственная особая точка этого интеграла. Так 

] .-x e-* 1 

как f(x) =x’ "e%* = — - p> TO в качестве функции g(x) 
х Рх-0х-Р 

следует взять g(x) = = . Тогда 
х!- 

l-p,-x 

m L029 _ lim ~*~ = lim e* =] #0, #00). 
x+0 (Хх) х>ю x!-P x—+0 (#0, ) 

| I а x 
Имеем: J a(x)dx = Jas сходится, если | -р<1, и расходится, если 

0 ох 

|1 -р>1. Следовательно, и несобственный интеграл J, сходится, 

если р>0, и расходится, если р<0. Рассмотрим теперь 

+00 

J, = | xP TeX dx | 

Здесь f(x) =x’ 'e* определена и непрерывна Ha промежутке 

[1,+°°) = Л(х)е Ё ([Ъ В]), где В — любое, удовлетворяющее усло- 

вию В>1. J, — несобственный интеграл | рода. 
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р+1 

Мы знаем, что при любом р: lim = 0. Последнее означает, 
х—>+ e* 

что любому => 0 (вчастности, = =1> 0) отвечает число Х (мож- 

ptl 

но считать, что X > 1), такое, что для х>х будет: <1 => при 
e* 

xP 
любом р: <— для х>х. Значит, в качестве функции g(x) 

х ex 

0° +00 оо dx 

следует взять 2(х) = + . Имеем: | #(х)ах = | dx сходится => | 2 

x 1 x x 

оо +090 

сходится => | x?'e*dx сходится > [ хРЧе-х4х сходится при 
Е 

любом р. 

Итак, получили: J, сходится при р > 0 и расходится при ps0, 

/› сходится при любом р. Вывод: несобственный интеграл J схо- 

дится при р>0 и расходится при р<0.4 

+co 

x” arctg x 3. Исследовать сходимость интеграла J = | ь 
2+х" 

dx (п>0). 

x” arctg x 

2+x" 

делена и непрерывна на промежутке [0, +o). Если т<0, To 

№» Здесь f(x) = (n>0). Если m20,To f(x) onpe- 

f(x) определена и непрерывна на промежутке (0, + ©); f(x) 

не определена в точке х=0, причем f(x) — ограниченная 

в окрестности точки х = 0, если -1 < т<0, и неограниченная, 

если т<-1. Поэтому представляем J в виде суммы двух интег- 

+co m 

dx, Jz = | хат * ax. Pac- 
+x" 1 2+" 

1 un 

panos: J = Л +4) ‚ где Л = [2 arctg x 

0 

1 om x” arctg x смотрим J, = | В 
0 2+x" 
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Если т>0,то Л — собственный интеграл. 
Если -1<т<0,то 

x"arctgx (Хх 
tim, f(x) = lim 5 = lim =0 

Хх 24x" х—>+0 2+ хп 

= f(x) ограниченная в окрестности точки х = 0, и следует рас- 
смотреть функцию 

F(x) = ores (0, 1] 

~ | ~ 

Ясно, что f(x) e С (|0, 1]) > | JS (x)dx существует, и, следовательно, 
0 

несобственный интеграл J, сходится, если —1<т<0. 

Если т=-1|, то 

lim, f(x) = lim ВХ || = jim 1 
х->+0 х—+0 х2+х") х> х(2+х") х-02+х" 2 

= f(x) — ограниченная в окрестности точки x= 0, и следует рас- 
смотреть функцию 

f(x), хе (0, 1] 

|5.x=0. 
f(x) = 

= 1 rd 

Tak как /(х)е C((0, 1]), то J f(x)dx существует. Значит, и в этом 
0 

случае несобственный интеграл J, сходится. Пусть теперь т < -—1. 

Имеем в этом случае 

fix => nes _ 1 | 
хо х-02 хот” 

В качестве функции g(x) следует взять g(x) = . Имеем 
| 

2 yl 

> сходится, если —(т+1) <1,т.е.если т>-2, и 

расходится, если -(т + 1) >1,т.е.если т<-2. 
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Объединяя все рассмотренные выше случаи, приходим к вы- 
воду, что интеграл J; сходится, если т>-2, и расходится, если 
т<-2 (n>0, по условию). 

+00 

Рассмотрим теперь J, = | x” а yy n>0O (J. имеет смысл 
5 24x" 

m 

исследовать лишь при т > —2). Здесь f(x) = > ат Ee C(I, + =) )> 
х 

= f(x)e В (1, В]), где В — любое, удовлетворяющее условию В > 1 => 

= J, — несобственный интеграл | рода. Имеем 

f(x) = x"arctgx _  агсшх _ _t 

2+х" п-т 2 i 2x7" 
x 1+ — 

х 

Поэтому в качестве функции g(x) следует взять g(x) = > = . 
х 

dx 
nm 

too 0° 
.. к 

Несобственный интеграл | g(x)dx = 5 | сходится, если 
| | 

п-т>1, и расходится, если п-т<1. Значит, и несобственный 

интеграл J, сходится, если п-т> 1, и расходится, если п-т<1. 

Заштрихованная часть верхней полуплоскости (п>0)— об- 
ласть сходимости несобственного интеграла /. Она определяется 
неравенствами 

п> 0, 

<m > -2, 

п>т+1. 

Незаштрихованная часть верх- 
ней полуплоскости (n>Q)— об- 
ласть, в которой несобственный 
интеграл J расходится. Она состо- 
ит из двух частей. Одна из этих час- 
тей определяется неравенствами 

п> 0, 

Рис. 9.5. К примеру 3 т < -2, 
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другая — неравенствами 

п > 0, 

п<т+1. 

$ 8. Общий признак сходимости 
несобственного интеграла первого рода 

Прежде чем сформулировать общий признак сходимости не- 
собственного интеграла первого рода, вспомним общий признак 
существования конечного предела у функции Q(B), заданной 
в промежутке [а, +o) при В > +00, 

Для того, чтобы у функции $Ф(В), заданной на промежутке 

[а, + cc) , существовал конечный предел при В - +0, необходимо 

и достаточно, чтобы любому = > 0 отвечало число Мтакое, что как 
только В, >М и В, > М, так сейчас же |Ф(В)- 9(B,)| <=. 

oo 

Мы знаем, что сходимость несобственного интеграла | FT (x)dx 
a 

равносильна существованию конечного предела при В -> += 

В 

уфункции Ф(В) = | f(x)dx. Имеем 

B, В, В 

9(B,)-9(B,) = [Лодах- [ годах = [ Годах. 
а а B, 

Следовательно, справедлива теорема. 

+00 

Teopema. Для сходимости несобственного интеграла | I (x)dx 
a 

необходимо и достаточно, чтобы любому = > 0 отвечало число М (=) 

B, 
такое, что как только B, > М, В, > M , так сейчас же | 1х) <e. 

B, 

Заменание. В общем признаке сходимости функция f(x) MO- 

жет принимать в [а, + со) значения разных знаков. 
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$ 9. Абсолютно сходящиеся 
несобственные интегралы первого рода 

Пусть функция f(x) задана в [а, +o) и такова, что 
f(x) е R([a, B]), где В — любое, конечное (В>а). 

+00 

Если несобственный интеграл || f(x)| dx сходится, то несоб- 
а 

+00 

ственный интеграл | JS (x)dx называют абсолютно сходящимся. 
а 

+00 

Teopema 1. Если сходится несобственный интеграл | | f (x)| ах, 
а 

+00 

TO несобственный интеграл | Jf (x)dx также сходится (т. е. из схо- 
а 

а 

42° 42° 

димости | |f(x)|dx следует сходимость J годах). 

+00 

> Возьмем => 0 — любое. По условию, | |f(x)| dx сходится > 
а 

взятому : > 0 отвечает число М (=) такое, что как только В, > М, 
B, > М (для определенности можно считать, что В› > B, ), так сей- 

В 
час же Пибд[ах <е. 

В 

В) B, 
Мы знаем, что [ло < [F(x] ax. Поэтому если 

В В 

B, 
B, > В, > М(=) , то и подавно | f(x)dx| < =. Последнее означает, 

B, 

oo 

что несобственный интеграл | f(x)dx сходится. 4 
а 

Заменание. Доказанная теорема позволяет использовать для ус- 
тановления сходимости некоторых несобственных интегралов при- 
знаки, установленные для несобственных интегралов от неотрица- 
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тельных функций. Правда, здесь следует иметь в виду следующее: 

oo 

если оказывается, что | |f(x)] ах расходится, то это совсем не озна- 
а 

+00 

чает, что расходится | f(x)dx. Могут иметь место случаи, когда 
а 

eo +00 

J |f(-)| 4x расходится, а | f(x)dx сходится. В этих случаях про не- 
а а 

co 

собственный интеграл | f(x) ах говорят, что он сходится условно. 
а 

Теорема 2. Пусть |f(x)| < g(x) хотя бы для хе [b, +) (фра). 

4+<о 

Тогда из сходимости несобственного интеграла | g(x)dx следует 
а 

сходимость (и притом абсолютная) несобственного интеграла 

f fear. 
+00 

}» По первому признаку сравнения из сходимости | #(х)ах 
а 

oo 

следует сходимость | | f(x)| dx = по теореме 1 делаем заключение 
а 

о сходимости (и притом абсолютной) несобственного интеграла 

То. < 

oo 

Теорема 3. Пусть имеется несобственный интеграл | f(x)- g(x) dx. 
а 

Пусть функция g(x) — ограниченная на [а, +), т.е. существует 

+00 

L>0O такое, что |g(x)| <Ё, хЕ[а, +). Пусть | ff (x)dx сходится 
a 
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абсолютно (т.е. сходится | |f(x)|dx). Тогда | f(x)-g(x)dx cxo- 
а а 

дится абсолютно. 

> Имеем 

Ио - <] =и@- =) < [ЛХ], хЕЦа, +). 
oo ‘co 

По условию, jl f(x)| dx сходится => J L-|f(x)| 4х сходится => 
a a 

‘too +oo 

со - «ох сходится> | f(x)-g(x)dx сходится абсолютно. 4 
а а 

* $ 10. Признак Абеля—Дирихле 

Этот признак позволяет устанавливать сходимость несобствен- 
ных интегралов в ряде случаев, когда абсолютная сходимость от- 
сутствует. 

$00 
Teopema. Пусть имеется несобственный интеграл | F(x) - g(x) dx. 

a 

Пусть 
1) f(x) определена и непрерывна на промежутке [a, + <) и 

имеет там ограниченную первообразную F(x); 
2) g(x) определена на промежутке [а, +o) и имеет там не- 

прерывную производную g(x); 

3) g(x) монотонно убывает на [©, +00) (> g(x) < 0, хе [а, + °э) ); 

4) Jim g(x)=0 (=> g(x) 20, ха, + °5)). 

Тогда | f(x)-g(x)dx сходится. 
а 

» Возьмем В — любое, удовлетворяющее условию В > a, и рас- 

В 
смотрим | I(x): #(х)ах . Теорема будет доказана, если мы покажем, 

а 

В 
что существует конечный предел J = fim | А©)- g(x)dx. 

— + 
а 
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По условию, F(x) — первообразная для f(x) Ha [a, +o) => 

B B 
F(x) = f(x), хе (а, + <). Поэтому | /(х) . g(x)dx = | F(x)-g(x)dx. 

Применяя формулу интегрирования по частям в определенном 
интеграле, получим 

В В 

ГЕ g(x)de = Ех) Ее — [ Ра). дах > 

В В 

> | f(x): g(x)dx = ЕВ). 8 (В) - F(a)-g(a)- | F(x)-8'(x)dx . (1) 

Так как F(B) — ограниченная Ha [а, +o), а g(B) 0, то 

В 

dim F(B)- 8(В) =0. А тогда из (1) ясно, что lim J f(x)- 8(%)4х 
—)+<о = 1 

будет существовать и будет конечным, если существует конечный 
предел 

В 
dim А). “од ах. (2) 

Рассмотрим ° 

B 

Ес. (x) dx. (3) 
Имеем ° 

B B B 

JF (x) - «ох = ПРО < L- [|g’(2)| dx = 

B 

= -L-f g’(x)dx = Ее = L- g(a) - L- (В) < L- g(a). 
a 20 

B 
Получаем: Е (x)- g’(x)| dx монотонно возрастает вместе с Ви 

а 

ограничен сверху числом L- g(a) при любом Be [a, + 0) > суще- 

В 00 

ствует конечный предел lim Е (х). g(x) dx > | |F (x) - g’(x)| dx 
B-y400 7 a 
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+00 

сходится => J F(x)-g"(x)dx сходится => существует конечный 
а 

В 
jim J F(x) - 2’(х) 4х . A тогда из (1) следует, что существует конеч- 
—>too 

a 

B 
ный lim | f(x)- g(x)dx. 4 

B-)+00 a 

Примеры. 

+ sin? x 
1. Исследовать сходимость интеграла J = | ах. 

х 

sin x 
p> Здесь f(x) = 

ределена. Поэтому представляем /в виде суммы двух интегралов: 

e C((0, + -)). Вточке х=0 f(x) не оп- 

sin? x 
2 

J=J,+J,,me J, = jin’ dx, Jy = ye ~ dx. 
0 1 ~* 

1 2 sin” x Рассмотрим J, = | 
0 

dx. Точка x =0 — единственная OCO- 

2 sin* x 
бая точка этого интеграла. Имеем lim, f(x)= tim 

х—+0 —+0 x 
=0 => 

f(x) — ограниченная функция на (0, 1]. Положим 

f(x), хе (0, 1]; 
0, х =0. 

Ясно, что f(x) € С ([0, 1]) => f(x) € А (10, 1]). Значит, несобствен- 

ный интеграл J, сходится. 

f(x = 

Рассмотрим J, = ео ~ dx . Имеем 

tT 1 -—cos2x 1 dx 17*cos2x 
J — а = — ——— а =/ —J 

? ] 2х * >| x >| x 2-2 
—— ` - 

=J2 =J2 
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. - . . 1 * dx 
J, — расходится (J, — частный случай интеграла 5 | — , кото- 

ix 

рый расходится, если A <1). Займемся интегралом Л. Положим 

д (>) = = 00s 2x, g(x) = . Имеем: 1) 

I) Л(х) = +005 2xe C(I, +] и имеет Ha промежутке [1, +o) 

ограниченную первообразную А (х) = Дт 2х; 

2) g(x) = 1 определена на [1, + <<) и имеет там непрерывную 
х 

производную 21 (х) = -+ (g(x) <0, xe [I, +5) ); 

3) g,\(X) монотонно убывает Ha [I, + ©); 

4) fim 51 (*) ~ lim = =0 

Видим, что для Л, выполнены все условия признака Абеля — Ди- 

рихле. Значит, несобственный интеграл J сходится. У нас 

J, = J, -Л ‚ причем J, расходится, a Jo сходится. Делаем вывод, 

что J, расходится. В самом деле, если допустить, что Jy сходится, 

то получим, что J, сходится (как сумма двух сходящихся несоб- 

ственных интегралов > и Jz), а это не так. 

У нас J = Л +. ‚ причем Л сходится, а J, расходится. Делаем 
вывод: расходится. Если предположить, что несобственный интег- 
pa Усходится, то получим, что должен сходиться Jy (как разность 

двух сходящихся несобственных интегралов /и J; ), а это не так. «4 

in Xx 
2. Исследовать сходимость интеграла J = jinx ——dx (а>0). 

a 

p> Здесь f(x) = SX е C([a, + °°)) > f(x)e R([a, В]), где B— 
x* 

любое, удовлетворяющее условию B>a > J— несобственный 
интеграл | рода. 
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a) Пусть 7 >0. Положим f,(x) =sinx, g(x) = +. . Имеем: 
х 

1) Л(х) =sinxe C([a, + ®)) и имеет на [а, + сз) ограниченную 

первообразную А(х)=-со0$х; 

| 
2) а (х) = —- определена Ha [а, +o) и имеет там непрерыв- 

х 

ную производную &1(х) = - (21(х) <0, xe [а, +) ); 
a 

3) g,(X) монотонно убывает Ha [а, + <); 

. ] 
4) lim g,(x)= lim —=0. 

X—>+oo X—>4+00 x 

Видим, что выполнены все условия признака Абеля — Дирих- 

sin x 
ле. Следовательно, J = les —dx (а>0) сходится при A>0. 

sin ~ 
6) Пусть А <0. Утверждаем, что в этом случае У = Г dx 

a 

(а>0) расходится. Рассуждаем от противного. Допустим, что 

/ = lees т ПХ dx (а>0) сходится. Но тогда по теореме из $ 8, любо- 

му =, в том числе и Ey = 1, отвечает число М, такое, что как только 

B, 

В >М и В, >М, так сейчас xe т < = (= 1). Пусть п — 
х^ В 

натуральное число, такое, что 2кл > М ‚и пусть В = 2nn, В, =2nn+n. 

| 
Ясно, что для любого хе [BB] будет: х> 211 >22 >| > —2 | 

х 

sin x 
x (так как ^<0) => >sinx (так как sinx в промежутке 

[2пл, 2x2 + п| неотрицателен) => 
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(= sin а sinx 
= dx > Jin xa = 2>1(=€). 

В 

Получено противоречие. Значит, наше предположение неверно, и 

= lees 
——dx (а>0) расходится при AsO. 

sin x 
Окончательный вывод: J = утех (а>0) сходится, если 

x? a 

A >0, и расходится, если AS0. 4 

$ 11. Основная формула интегрального исчисления 
для несобственных интегралов 

Теорема. Пусть f(x) определена и непрерывна Ha [a,b) 

(= f(x)e R([a,B]), rae В — любое, удовлетворяющее условию: 
а<В<6). Пусть F(x) — первообразная для f(x) на [а,5). Тогда 
если F(x) — функция, непрерывная на [a,b], то несобственный 

b 
интеграл | f(x)dx сходится, и 

а 

b 

J f (x) dx = F(b) - F(a). 

» Возьмем В — любое, удовлетворяющее условию: а<В<б. 
Имеем 

В 

[ fed = F(B) - F(a). (1) 

По условию, F(x) непрерывна Ha [a,b] => в частности, F(x) — He- 

прерывна слева в точке р, т. е. lim | F(x) = Р(Ь). В соотношении (1) 
х>- 

перейдем к пределу при B> 6-0. Так как И, [ F(B) - 

—F (а)| = F(b) — F(a) существует, конечный, то существует конечный 

р b b 
slim, J S(x)dx => | JS (x)dx сходится, причем | I (x)dx = F(b)- F(a). < 
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dx l 

Пример. Пусть имеется | ===>. 3necb = С ([0,1)). ример. Пу = f(x) To © (0, 1)) 

( f(x) > 4% ‚ данный интеграл — несобственный интеграл I] рода). 
х—- 

Имеем: F(x) = агсят х — первообразная для f(x) на [0,1). Видим 

далее, что Р(х)е С (([0, 1]). 

Вывод: данный несобственный интеграл сходится, причем 

nes 
Замечание. Для несобственных интегралов [ рода имеет место 

аналогичная теорема, именно. 

= arcsin xf _ = aresin | —arcsin0 = 

w
a
 

Пусть f(x) определена и непрерывна в [а, +o) (=> f(x)eE 

е К([а, В]) , где В — любое, конечное, такое, что В > а). Пусть F(x) — 

первообразная для f(x) в [а, +). Тогда 

7 I (x)dx = Е(х] ^^ = F(+00) - F(a). (2) 

Символом F(+cc) обозначают lim F(x). Например, arctg (+0) = 
X— +00 

e T 

= limarctgx = >. Заметим, что символ F(+0°) не всегда имеет смысл. 
X— +400 

Например, Cos (+e¢) не имеет смысла, так как lim cosx He суще- 
X— +00 

ствует. В соотношении (2) осмысленность одной из частей равен- 
ства обеспечивает осмысленность другой. 

}» Возьмем В — любое, но такое, что В>а. Имеем 

В 
| f(x)dx = F(B)- F(a). (3) 

Перейдем в (3) к пределу npn В >> +00. Из (3) ясно: 
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1) Если существует конечный jim F(B) = F(4<0) , TO существует 
—> +400 

B 
конечный dim | f(x)dx , азначит, сходится несобственный интег- 

—>-+00 
a 

pal | лодак. 

+00 

2) Если несобственный интеграл | I (x)dx сходится, т. е. если 
а 

В 
существует конечный предел jim | f(x) dx , то существует конеч- 

—4ео 
а 

ный jim F(B) = F(+0). q 

$ 12. Интегрирование по частям 
несобственных интегралов 

Теорема. Пусть функции f(x) и g(x) имеютв [а,5) непрерыв- 
ные производные f(x) и g(x). Тогда 

b 

J£(x)-g(x)dx = lim [F(%)- 80) - f(a) 8(@)]- 
b (1) 

| f(x) -g(x)dx, 

причем осмысленность любых двух из трех членов в соотношении (1) 
обеспечивает осмысленность третьего члена. 

» Возьмем В — любое, удовлетворяющее условию: а<В<6. 
Имеем 

В В 
| £(x)- g(x) dx = [7 (В) - 8(B) - Л(а)- =(а)]- | F(x) B(x) dx. (2) 

Перейдем в (2) к пределу при В > 5-0. Если будут существо- 

вать конечные пределы любых двух из трех членов в соотношении 
(2), то будет существовать конечный предел и третьего члена этого 

соотношения. 4 
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п/2 
Пример. Пусть имеется | Insin хах. Этот интеграл — несоб- 

0 

ственный интеграл | рода; точка x =0 — особая точка. Поло- 

cos x 
жим: и= шзшх > du =——-dx, dv=dx > у=х. 

sin x 

ye , п. т . 1 cosx 
J Insin xdx = lim |—Insin=-—-xInsinx - [х. ——dx. (3) 
о х>+40 |2 2 0 Sinx 

Имеем: 

vm, . 0 , , . 
1) lim | —Insin—-xInsinx|=-— lim xInsinx = 

х—>+0 2 2 x—+0 

| = 1 
Cos Xx 

. Insinx ; COS X 
= — lim —— =- lim SIX = lim x’. = 0 

x3+0 Их х>+0 _ ] non sinx 

x2 

n/2 
COS X 

2) J x: ——dx (подынтегральная функция не определена 
0 sin x 

cos x 
=], TO подынтегральная фун- в точке x =0). Так как lim x-— 

x—+0 sinx 

кция является ограниченной. Положим 

|. GOS xe(0 = 
ф(х) = зшх’ 72)? 

| |, x =0. 

х/2 
Видим, что ф(х)Е С [© All > | ф<(х)Ах — существует. 

0 

n/2 
Cos x ox 

Вывод: | х. 

0 sin x 
— сходится. Видим, что правая часть соот- 

п/2 
ношения (3) имеет смысл. Значит, | шп хах — сходится. 

0 
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Замечание. Для несобственных интегралов первого рода имеет 

место аналогичная теорема, именно. 
Пусть функции f(x) и g(x) имеют в [а, +o) непрерывные 

производные f(x) и g(x). Тогда 

Лод. водах = lim [Л - 809 - £(@)- 8(@)]- 

$00 (4) 
—| f(x): a(x) dx, 

причем осмысленность любых двух из трех членов в соотношении 
(4) обеспечивает осмысленность третьего члена. 

> Возьмем число В — любое, но такое, что В>а. Имеем 

В В 

J 7% - дах = [F(B) - 8(В) - Л(а)-=(а)]- | f(x) «ах. (5) 

Перейдем в (5) к пределу при В > +00. Видим, что если будут 

существовать конечные пределы любых двух из трех членов в соот- 
ношении (5), то будет существовать конечный предел и третьего 

члена этого соотношения. «$ 

$ 13. Замена переменной интегрирования 
в несобственных интегралах 

Теорема. Пусть f(x) определена и непрерывна в [a,b) (случай 
р =+- не исключается). Пусть функция X= QO(f) определена 
в [р,4) и имеет там непрерывную производную $’(Г) (случай @ = ® 
не исключается). Пусть функция xX = Q(t) — строго монотонная 
(для определенности — строго возрастающая). Пусть, далее, ф(р) =a, 

lim (ft) =5. Тогда 
19-0 

b q 

| fxdx = flo] -e'Madt, (1) 
а p 

причем осмысленность любой из частей равенства (1) обеспечи- 
вает осмысленность другой. 

№» Возьмем число с— любое, удовлетворяющее условию: 
p<c<q. По теореме о замене переменной в определенном ин- 
теграле можно написать 
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с ф(с) 

[Шеф]. ФФ = | Ко. (2) 
р а 

В соотношении (2) перейдем к пределу при с > 4-0 и учтем, 

что lim Ф(с) = 6. Видим: если будет существовать конечный пре- 
c—q- 

дел одной из частей равенства (2), то будет существовать конеч- 

ный предел и другой части этого равенства. При этом будет иметь 
место соотношение (1). «4 

Примеры к главе 9 

I. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

Л = а 

sin x 
№ Здесь f(x) = 

x =0. Представим Ув виде суммы двух интегралов J = J, +./. ‚ где 

ЕС((0, +)); f(x) не определена в точке 

J) = ах. Jy _ je sinx 

sin x Рассмотрим J, = jE ae. У этого интеграла точка x =0 — 
х 

sin x 
единственная особая точка. Имеем Jim, f(x) = lim = = 

x-=> x 

f(x) — ограниченная функция Ha (0, 1]. Положим 

Ход хе 1} 
I, x =0. 

cd | = 

Видим, что f(x) e С ([0, 1]) => | f(x)dx существует. Следовательно, 
0 

f(x)dx = ах — сходится. 
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Рассмотрим J, = sin x line sin x 
— ах. Здесь f(x) = ЕС(П, +)) > 

= f(x)e К([1, В]), где вЫ любое, удовлетворяющее условию В>1. 

J, — несобственный интеграл I рода. J, является частным случа- 

sin — 
ем несобственного интеграла jinx ——dx,a>Q,xormaa=l]1uA=l. 

a 

Значит, /› сходится. Так как несобственные интегралы J, WH J 

сходятся, то сходится и несобственный интеграл J, как сумма двух 
сходящихся несобственных интегралов. Рассмотрим теперь 

. = > |sin | 5 
J= J lf) dx = | — ax. Имеем |sinx|2>sin*x, xe [0, +o) => 

0 0 
. ._2 

_ [sin Х > sin? x 
Xx 

‚ ХЕ (0, + oo). Ранее было показано (см. пример 1 

too > 2 

к $ 10), что несобственный интеграл | ПХ dx расходится. Но 

goo |: 
-  *\sin x| . 

тогда по признаку сравнения заключаем, что J = | —— ах pac 
ох 

sin x sin x 
ходится. Так как Те — dx сходится, a io dx расходится, то 

х 

sin x Г ——dx сходится условно. 4 приходим к выводу, что J = 

2. Исследовать на  бсолютную и условную сходимость 
+0o 

J = | x’ cos (e*)dx. 
0 

+ Здесь f(x) =x? cos(e*)e C([0, +0)). /— несобственный 

dt 
интеграл | рода. Делаем замену e* =f > x=Int (120); dx = ==. 

Значению х = 0 соответствует значение { =1. Значению X = +00 
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соответствует значение f = +0, Получаем dt. Пола- 
pu t)? cost 

t 

raem f(t) =cost; g(t) = 
2 

an. Имеем: 

1) f(t) имеет на промежутке [1, + <) ограниченную первооб- 

разную F(t) =$тЕ. 

2 
2) &(1) = ao имеет Ha [I, + ©) непрерывную производную 

g(t) = Ini? Int) . Отметим, что g’(t) < 0 для te (e7, +e) . Следова- 

тельно, 

3) &(1) монотонно убывает на промежутке [e*, +0). 

4) jim g(t)= Jim ——— = lim —— = lim —=0. 
[+00 ff [—p>+0o [ 

(Inf)? Int, 2 

| 

Видим, что на промежутке [е?,+°°) выполнены все условия при- 

знака Абеля — Дирихле. Следовательно, несобственный интеграл 

-foo р (Int)? cost 
> f е- 

dt сходится, а, значит, и несобственный интеграл 

оо 2 
/ = | (In aa Cost dt сходится. Исследуем теперь J на абсолютную 

+ (Int) [с0$1 р |cos #| сходимость. Для этого рассматриваем J = dt. Имеем 

ДЛЯ [Е [1, +): 

(10° [6051 > (Int? cos*t _ (Int)? 
t р 21 

(1 + cos 2f) ; 

dt. 
+00 2 2 +00 2 +oo 2 j (mo COs teat f (Inf) diet f (In f)* cos 21 

t 2. | 
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too 2 
Заметим, что pmo cos 2f 

i 1 
4 сходится (по признаку Абеля — 

Дирихле). 

$00 2 B 2 

p= dt = lim jee at = im = | an By = 

Г (In t)? cos? 1 
Значит, dt расходится, а, следовательно, несобствен- 

ный интеграл J расходится (по признаку сравнения). Оконча- 
тельный вывод: несобственный интеграл J сходится условно. q 

3. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

J= J x? sin (x7)dx (q #0). 
0 

L 1 1 

> Делаем замену: x7 =¢ > x =f"; dx=—1t" 4. Если 9а>0,то 
q 

значению x = 0 соответствует значение f= 0, азначению X = +00 

соответствует значение f = +0, Если 4 <0, то значению x =0 co- 

ответствует f = + , азначению X = +< соответствует ¢f = 0. Будем 

иметь, следовательно, 

66 3 

+ PI, 6,33 . je 1" sin td? знак “+”, если 9>0; 

знак ‚если 9<0 

Станем исследовать на абсолютную и условную сходимость ин- 
теграл 

sin f 

tl 
t q 

РН | 
q dt. 

+0° 

sin tdt = | if 
определена и непрерывна на промежутке Здесь f(t) = > 

Р+! „| p+ >|, ина промежутке (0, + сэ) ‚ если 
q 
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Представим J в виде суммы двух интегралов J =J,+J>5, где 

1 +oo 
п-т dt, Jn =f sint dt. 

Pt! etl 
° q q 

Рассмотрим интеграл J,. Если p+! >21, то J; — собственный 

р+1 
интеграл. Если <1,то J; — несобственный интеграл. (Точка 

1 =0 в этом случае — единственная особая точка.) Так как 

sint 
Л) = ры тт ‚ то в качестве g(f) следует взять g(t) = 

га а 9 

| dt р+1 
Имеем | g(t)dt = | т сходится, если — 7 < 1, и расходится, если 

о РН 0 9 

р+1 

9 
>1. Следовательно, несобственный интеграл J; сходится, 

<-l. 

+09 

Рассмотрим J» = | sing - dt. Интеграл такого вида был изучен 

t 7 

sin x 
(cM. iS ——dx,a>0).3necb а=1; pap Pt! y, сходится, если 

9 

+1 + | 
pr <1, и расходится, если pr |. 

q q 

Общий вывод: несобственный интеграл J сходится, если 

p+ 

q 

Исследуем теперь J Ha абсолютную сходимость. Для этого рас- 

р+1 
<1,и расходится, если 

pe мел, mae Ji =| 
oe Е oF 

; [sin A (=f sint 
смотрим J- = J pa 4 1 т а 
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+00 
sint 

/> = | | oF sind Выше было установлено, что Л’ сходится, если 

t q 

+ | +1 
>-l, , РТ _|. 

q 

.. sin f 1 
Займемся теперь интегралом J5 . Имеем | |< -, 

ptt 7 
fa [9 

+ 

te [l, +). 1 сходится, если РТ Р+1 0. Име- 
a а а 

/ q 

ем, далее 

{sin @| ь 5127 _1—cos2r 

‚2+1 — РН 7 2+1 ’ 

9 [9 2t 9 

too + 2 +00 +00 | dt 2 jf Sarat = 5) {Sar - | Saar], 7+ 2 2 2 
[9 . 19 4 

400 

Ho | расходится, если 0 < р+1 <l,a т cos 2f г 4! сходится, 
|-—— ‚2+1 ar q ar 

если 052 | < (по признаку Абеля — Дирихле). Значит, 

* sin? 1 | . 
| = расходится, если 0 <Р*- <1, а, следовательно, J; рас- 
|1 Ч 

t 7 

р+1 
ходится, если 0 < <I, Получаем, таким образом: /” сходится, 

+1 р+1 
<0, и расходится, если 0 < <1. если —1 < P 
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Окончательный вывод: несобственный интеграл J сходится аб- 

р+ 

q 

* 4. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

2+1 «| 
| 

солютно, если —1 < < 0, исходится условно, если 0 < 

{= sin x 
J= Е dx (q>Q). 

0 1+х 

ХР sin x 
» Здесь f(x) = т определена и непрерывна на проме- xf 

жутке [0, +0), если р>0,и на промежутке (0, + o),ecnn р<0. 

Представим J в виде суммы двух интегралов J = Л +./.,, где 

1 Pot +00 Peo 

J = [< SiNX ix, Jy = [> sin ay. 

о l+x? 1+ x? 

| x? sinx 
Рассмотрим J, = | ах. Если р>0, то Л — собствен- 

0 1+x? 

ный интеграл; если р<0, то Л — несобственный интеграл 

(в этом случае точка х = 0 — единственная особая точка интеграла 

Л). Отметим, что подынтегральная функция в Л — неотрицатель- 

хРзтшх | 
ная на промежутке (0,1. Имеем ХР 

1+ хЯ x-—+0 x let) 

| 
j= р сходится и притом абсолютно, если —(р +1) <1,т. е. если 
ox" 

р>-2, и расходится, если р<-2, и все это при любом g>0 
(у нас по условию а>0). 

+00 Pea 
x? sinx . 

Рассмотрим теперь J, = | ts xf dx. J, — несобственный ин- 
1 +X 

_ x? ~ 
теграл I рода. Положим &(x) = Text? f(x) =sin x. Замечаем, что: 

1) f(x) имеет на промежутке [1; +o) ограниченную перво- 

образную Ё(х)=-созх: 
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2) g(x) имеет на промежутке [1]; +o) непрерывную произ- 

x?" p—(q - p)x? | 
м 

3,) если 4-р>0,то g(x) монотонно убывающая (по крайней 

мере, начиная с некоторого места, а именно, для тех х, для которых 

Pp); 
q-p 

3,)ecnu 9-р<0,то g(x) положительная, монотонно возрас- 
тающая на промежутке [1; +o) и, следовательно, для x21: 

x’? > 

B(x) 2 a(l) = 5. 
Видим, что если g—p>QO, то выполнены условия признака 

Абеля — Дирихле, и, следовательно, несобственный интеграл J» 

сходится. 
Покажем, что если @-р<0, то несобственный интеграл Л 

расходится. 
Рассуждаем от противного. Допустим, что J, сходится. Но тогда 

любому = > 0 (вчастности, = = > > 0) отвечает число М >0 (мож- 

но считать: М >1), такое, что как только B, > М, B, > М „так сей- 

В) er | 
час же | &(xX) sin xdx| < 5. Заметим, что каким бы ни было число М, 

В 

всегда можно указать натуральное число п такое, что будет 

2пп> М. Положим В =2nn, B, =2nn+n (В, >В >М). Для 

- | ил 1. 
хе [2nn, 2nn+ п]: &(х) 2 5; зтх>0- Поэтому &(х) т x 2 sin x > 

В, 2nn+n 1 2пп+к 

J 80) т хах = | &(x)sinxdx2— | sinxdx =1(> 50). 
В пп 2 2nn 

Получено противоречие. Значит, предположение, что J, сходится 

при q—p < 0, неверно. 
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q Таким образом, получаем, что 

несобственный интеграл J сходит- 
—=—= == 

НЕЕ НН ся в области, определяемой нера- 
Е венствами: а>0; р>-2; а-р>0. 

ПЕ НННЕННННЕЯ Во всех остальных точках верхней 
=. Е g=p полуплоскости J расходится. 

ВЕРНЕЕ НЕЕ Исследуем J, на абсолютную 
РИАННА ey р сходимость. С этой целью рассмот- 

_2 | о x? |sin x| 
рим интеграл J, = | ax 

Рис. 9.6. К примеру 4 в |+х 

Имеем 

P cin? Р |< р р ХР sine x | x" |sinx x x ] 
< | | < — =— , XE [1, +5). 

1+х4 1+х7 1+х7 х7 = xP 

dx 
Tak как Г х4-р сходится при gq — p> |, то заключаем, что J — 

сходится абсолютно при д -р>1 (т.е. при gq > р+1). Имеем, далее, 

+00 Pe 2 +00 p +00 р 
ХР sin’ x 1 х 1". x” cos2x 

dx = dx —— | dx 
1+4 24 1+4 21 +x! 

J, = 
J, 

Несобственный интеграл J, сходится, если а-р>1, и pacxo- 

дится, если 9-Р<1. 

у 
= 

Рис. 9.7. К. примеру 4 Рис. 9.8. К примеру 4 
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Несобственный интеграл J, сходится, если g—p>QO, и pac- 

ходится, если а-р<0. 
Следовательно, /› сходится абсолютно, если 9 > р+1. Получа- 

ем, таким образом, что несобственный интеграл J сходится абсо- 
лютно в области, определяемой неравенствами 9>0, р>-2, 
а>р+! (рис. 9.7). 

Область условной сходимости несобственного интеграла J 
получается, если из области сходимости J удалить область его аб- 
солютной сходимости. Область условной сходимости несобствен- 
ного интеграла J определяется неравенствами g>0, p<qsptl 

(рис. 9.8). 4



Глава 10 

ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

$ 1. Вычисление площадей плоских фигур 

1. Некоторые предварительные сведения. Пусть (2) — область, 
расположенная в плоскости (Xx, у) и ограниченная контуром (A). 

Заключим (0) в прямоугольник (Р), стороны которого парал- 

лельны координатным осям. Произвольной сетью прямых, парал- 
лельных координатным осям, разложим (Р) на частичные прямо- 

угольники ( P,) (i=1,n, k=1,m) (рис. 10.1). Обозначим через Аж 

длину диагонали частичного прямоугольника ( P,), а через A — наи- 

большую из длин диагоналей этих частичных прямоугольников. 

Произведенному разбиению (Р) соотнесем два числа Ди В. 

A — сумма площадей всех тех частичных прямоугольников (Ру), 

которые целиком содержатся в (2). (Они не имеют ни одной 06- 

щей точки с (K).) 
Л В — сумма площадей всех тех частич- 
у 

= ных прямоугольников (F,), которые име- 

ют хотя бы одну общую точку с (р). 
Ясно, что В =А+О, где Q— сумма 

площадей всех тех частичных прямоуголь- 

L
o
h
.
 

y
m
 

р
ы
 |
 

ь 
=>

 

E
D
O
”
 

/ ников (Ру), которые имеют хотя бы одну 

xX общую точку с (Л). Следует отметить, что 
° длязакрепленного способа разбиения (Р) 

Рис. 10.1. Сетка прямых 44 В — определенные числа. Если же спо- 
для определения соб разбиения (Р) на части изменить, то 
площади фигуры изменятся, вообще говоря, и числа A, В. 
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Определение 1. Если существуют конечные lim A, lim В , He зави- 
—) 

сящие от способа разбиения области (р), и если lim A= lim В(=5), 
> > 

то этот общий предел S называют площадью области (Б), а саму 
область (р) называют квадрируемой. 

Теорема 1. Для того, чтобы область (0) была квадрируемой, 
необходимо и достаточно, чтобы было 

lim (B- A) = 0 (1) 

(разности В - А составляют из чисел, отвечающих одному и тому 

же способу разбиения (Р)). 

* } I. Необходимость условия (1) очевидна. В самом деле, если 

(D) квадрируема и S— площадь (р), то A> би BS ипо- 
130 1-0 

этому (B- A) 0. 

|1. Докажем достаточность условия (1). 

Заметим, прежде всего, что каждая сумма A из {A} не больше, 

чем всякая сумма В из {B}, даже если они отвечают и разным 

способам разбиения (Р) на части. Это предложение можно дока- 

зать чисто арифметически, на чем мы не останавливаемся. Геомет- 

рически это ясно, ибо каждая сумма A из {A} есть площадь много- 

угольника, содержащегося в (2), а всякая сумма В из {B} есть 

площадь многоугольника, содержащего (р). 

Возьмем на множестве {8} произвольную сумму В и закрепим 

ее. Обозначим эту сумму через Ву. Тогда для всякой суммы A из 

{A} будет А< В = множество {A} сумм A, отвечающих всевоз- 

можным способам разбиения (Р) на части, ограничено сверху. 

Значит, существует 5ир{/}. Положим 5 = sup{A}. Ясно, что 5 < By 

(ибо В — верхняя граница, а 5 — точная верхняя граница множе- 

ства {A}). У нас By — любая из множества {В}. Следовательно, 

5 < В, для любой Be {В}. Так как S =sup{A}, To А < 5, для лю- 

бой Ae {A}. Таким образом, получаем 

ASSSB. (2) 
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В неравенстве (2) Ди В могуг отвечать различным, а могут 

отвечать одному и тому же способу разбиения (P) на части. Счи- 

тая Аи В отвечающими одному и тому же способу разбиения (Р) , 

можем написать из (2): 

|A - S| <(B- A), |B-S|<(B- A). 

Отсюда и из (1) следует, что А > би В > 5. А это и значит, что 
А—0 А>0 

область (р) квадрируема. «4 

Замечание. Необходимое и достаточное условие квадрируемо- 

сти области (р) может быть записано также в виде 

Ито =0. (3) 
A-0 

Здесь О = В- А есть разности сумм Ви A, отвечающих одному и 

тому же способу разбиения (Р) на части (О есть сумма площадей 

всех тех частичных прямоугольников, которые имеют хотя бы одну 

общую точку с контуром (XK) ). 

Определение 2. Кривую (Ё), замкнутую или HET, называют 

простой, если она разлагается на конечное число частей, каждая 
из которых выражается хотя бы одним из уравнений вида 

у = Л(х), хе [a,b], x = g(y), ye [c,d]. При этом предполагают, что 

Л(х)е С ([а,6]) а g(y)e С([с,4]). 

'Теорема 2 (о простой кривой). Пусть (2) — простая кривая, со- 

держашаяся в прямоугольнике (Р). Разобьем (Р) сетью прямых, 

hy параллельных координатным осям, Ha 

F
o
a
m
 

a
 частичные прямоугольники (P,) 

(i=l1,n, k =1 т). Пусть О — сумма пло- 

щадей всех частичных прямоугольников 

(Р..), которые имеютс (L) хотя бы одну 

х  общуюточку. Тогда lim О =0, т. е. про- 
>) 

Рис. 10.2. К. определе- стая кривая имеет нулевую площадь. 
нию площади простои * » Будем считать для определен- 
кривой (теорема 2) 

ности, что (С) задана уравнением 
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y=f(x), xe[a,b], f(x) € C([a,5]). Пусть прямые, параллельные 

оси Оуи входящие в дробящую сеть, есть X =X, х=х,, ..., 

х=х,, причем а=м<х, <... <х,=6. 

У нас Л(х)е С ([а,6]). Следовательно, любому = > 0 отвечает 

5 > 0 ‚ зависящее только от 5, такое, что для любого разбиения про- 

межутка [a,b] начасти [х/ , хх. |, У которого ранг дробления А <5, 

будет w, < сразу для всех k =0,n-—1. Здесь w, — колеба- 
€ 

3(b-a) 

ние функции f(x) в промежутке [x,,X;,,,;]. Заметим, что число 

5 > 0 можно уменьшать в случае надобности. Поэтому можно счи- 

= 

3(6-а). 
тать, например, что б < 

Станем рассматривать разбиение (Р) на части (P,) ‚ Любое, HO 

такое, у которого А, <б (= и подавно 4 <§). Произведем оценку 

площади тех частичных прямоугольников, которые имеют хотя бы 

одну общую точку с (L) и которые лежат между прямыми X =х, 

И Х=Х 4. 

Если ©, есть колебание f(x) на [х,,‚х, „|, то сумма высот этих 

частичных прямоугольников меньше в, + 2A. Но a, < ет у, ибо 
_а 

Хи = ХЕ ЗА<А<б, Е =0,п-1. Кроме 

) 
Toro, 7A <6 < ы . Значит, сумма вы- у 

3(b -a) 

COT упомянутых частичных прямоуголь- +— 
ников меньше ©, (L) 

г 

3(6-а) 3(b-a) b-a x 

Поэтому сумма их площадей будет хх > 
КАН 

Рис. 10.3. К. доказательству 

тельно, теоремы 2 

= 
меньше, чем $. (Хин — Х») » следова- 

_а 
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— v= f(x) 
м Г и aN 

he 
3:5: 

ait x =k x 
a=X,, ХА Xe x=b 

Рис. 10.4. К, определению 

площади криволинейной 
трапеции 

a € -1 

k= 5-a 
€ 

= ——.-(b-—a) =€. 
b-a 

Итак, O<e. Так как для дос- 

тижения этого неравенства потре- 

бовалось лишь, чтобы было 2 <5, 

О < (хин — Хк) = 

то заключаем, что lim Q =0. 4 
>) 

Следствие. Область, ограничен- 
ная простым контуром, квадриру- 
ема. 

2. Площадь в прямоугольных координатах. Пусть функция 

ЛС) е С ([4,6]) и f(x) 20, хе [a,b], (a < 5). Фигура, ограниченная 

снизу осью Ох, сверху графиком функции y= f(x), хе [a,b], а 

с боков отрезками прямых X =a, х =H, называется криволинейной 

трапецией. 

Видим, что контур (K) является простой кривой. Следователь- 
но, криволинейная трапеция квадрируема. Выведем теперь форму- 
лу для площади 5 этой криволинейной трапеции. 

№ Для этого: 
1) точками а=х <х < .. .<х, =5 произвольным образом 

разбиваем промежуток [a,b] на части [хх] (К =0,п-1); 

2) через точки дробления проводим отрезки прямых парал- 

xX 
= a” 

x, X gat 

Рис. 10.5. К выводу формулы 
для площади криволинейной 

трапеции 

286 

лельно оси Оу. 
Криволинейная трапеция разо- 

бьется при этом на an полос 
(рис. 10.4). Рассмотрим А-ю полосу. 
Ясно, что она имеет площадь. Обо- 

значим эту площадь через 5х. 

У нас f(x)e С([а,5]) > Л(х)Е 

е С ([х%,х.11)= f(x) достигает на 

промежутке [х,,х,.:| своих наи- 

меньшего m, и наибольшего М» 
значений (рис. 10.5).



Рассмотрим два прямоугольника. У них общим основанием яв- 
ляется отрезок х,хи.| , а высотами являются соответственно 171, и 
M, . Ясно, что 

My - (Хьн — XK) < 54 < My (жи -хк), К=0,п-1. 
Просуммировав эти неравенства по значку А от 0 до п-1, получим 

п-1 п-| 

У ть AX, <5<У М, - Ax, . (4) 

k=0 k=0 

п-1 п-1 

В этом неравенстве суммы У, т, - Ax, , У, My - Ах» , являясь ниж- 

ней и верхней суммами Дарбу соответственно, являются также 

интегральными суммами Римана для функции f(x) в промежут- 

ке [a,b]. Так как f(x) € С ([а,8]) ‚то Л(х)е В ([а,6]) > lim 6 суще- 

b 
ствует и равен | fx)dx . 

Переходя в неравенстве (4) к пределу при А. > 0, получаем 

b 

$ = | f(x)dx. 4 (5) 

Площадь обобщенной криволинейной трапеции. Рассмотрим те- 
перь плоскую фигуру, ограниченную снизу графиком функции 

у = Л(х) ‚ хе [a,b], сверху графиком функции у = Л(х) , хе [a,b], a 
с боков отрезками прямых х=а, x=b (a<)b) (рис. 10.6). Пред- 

полагается, что Л(х)ЕС ([а,6]), ЛУ 

Л(® в C([a,b}) и fs ЛО, | р д 

хе [a,b]. Площадь 5 у такой фи- 

гуры существует, так как контур 

(К) этой фигуры является про- у= [(х) 

CTbIM. 
Предположим сначала, что | М N x 

выполнено еще одно условие, a а Ь 

именно, что Л(х)>0, хе [а,6]. Рис. 10.6. Обобщенная 
Имеем криволинейная трапеция 
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SABCD = SAMBCN — ЭмАрм = 

eS b b 

a = f,(x)dx- | ло => (6) 
ay 5 а а 

С b 

о ° 
an “р Освободимся теперь от предпо- 
7 у= Их А ложения, что Д(х)>0, хе [a,b]. 

Рис. 10.7. К вычислению Унас Л(х),Л2(х)е С ([a,5]) > Ло), 
площади ‘обобщенной (хх) — ограниченные Ha [a,b] > 

криволинеинои трапеции => можно указать число d такое, что 

будет Л(х) +420, хе [a,b]. Положим fi(x)=f\(x)+d, Ь(х)= 

= f(x) +4. Ясно, что f(x) > Л (х) и Л(х)>0, хе [a,b]. Имеем 

b 

Sasco =5 4565 = ло - A(x) | dx = 
a 

b 

= [[A(x)- A] ak. 

Заменание 1, Отрезки прямых х = a, х = 6 (один или оба сразу) 
могут вырождаться в точку. 

Пример 1. Вычислить площадь 5 фигуры, ограниченной линия- 

ми y=x*, y=x°, х=-1 (рис. 10.8). 

№ Здесь Л(х)=х’, хе [-1,1]; 

Ь(х) =х?, хе [-1, |. Имеем f5(x) > 

> fi(x), хЕ [-1, |, 

Рис. 10.8. К вычислению Замечание 2. Если плоская фи- 
площади фигуры в примере | гура ограничена линиями у=с, 
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y=d (c<d), x=g,(y), yeled], x=g,(y), yel[c,d], причем 

g(y)e C([c,d]), g2(y)e C([c,d]) и gy(y) < g2(y), ye [c,d], то со- 

вершенно аналогично для вычисления площади 5 этой фигуры 
получают формулу 

Ч 

$ = [[820)- ai”) ay. (7) 

Пример 2. Вычислить площадь 5 фигуры, ограниченной кривы- 

ми у= (х+1)2, х=зтлу, y=0 (0s ys1) (рис. 10.9). 

Рис. 10.9. К вычислению Рис. 10.10. Обобщенный сектор 

площади фигуры в примере 2 

> Здесь &1(7) = /У-1, 807) = Яплу, ye [0,1]. 
Имеем &1 (у) < 82(y), ye [0, |]; 

5 = [[ожу- (Jy -1)|dy = 

Cos 2 “(Sp +7) 
п 3 

2 1 
= | + 5 (Ko ед.). q 

y=0 

3. Площадь в полярных координатах. Пусть плоская фигура ог- 
раничена линиями, уравнения которых в полярной системе коор- 

динат имеют вид 

ф=а, ф=В, (а<В), r= f(g), фе [а,В] (рис. 10.10). 

Предполагается, что Л(Ф)е С ([а,В]). 

Выведем формулу для площади 5 этой фигуры. 
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>» Для этого: 

1) точками а“ =Фф <q, <... <ф, =В произвольным образом 

разбиваем промежуток [а,В] на части [9,,4,4,] (К =0,n-1); 

2) проводим лучи ф=ф, (К=0,п-1). 

Наша фигура разобьется при этом на я элементарных обоб- 

щенных секторов. Рассмотрим К-й обобщенный сектор (рис. 10.11). 

Унас /(Ф)е С((а,В]) > Л(Ф) е С(Фь, Фи] > Л(Ф) достигает 
на промежутке [Q,,9,,,;] своих наименьшего т, и наибольшего 

М, значений. Проведем две дуги 

0 Ag, 
о и радиусами m и М, соответ- 
ЧА 

ственно. Если через 5, обозначить 
Рис. 10.11. К выводу формулы 
для площади обобщенного площадь А-го обобщенного секто- 

сектора 
«ТОР ра, то будем иметь т -Аф, < 5% < 

55 М} -Ag, (Е =0, п-1). Просуммировав все эти неравенства по 

значку Кот 0 до n—1, получим, что площадь S всего обобщенного 
сектора будет удовлетворять неравенству 

п-| | 2 n-| | 2 

п-1 | n—l 2 lay Заметим, что суммы 2.57 “Ag, uw У 5 Mi -AQy › ЯВЛЯЯСЬ 
‚= k=0 

нижней и верхней суммами Дарбу соответственно, являются так- 

же интегральными суммами Римана для функции > 12 ($) в про- 

межутке [о,В]. Так как /($)е С ([а,В]), то 5 Фе С ([с,В]) > 

В 
5 f7(o)e К ({a,B]) > lim с существует и равен [Е 1? (9) dq. Пере- 

a 

ходя в неравенстве (8) к пределу при А, > 0, получим 

5- Па (9) -12 gdp. 4 
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Замечание I. Пусть фигура 

ограничена линиями, уравнения 

которых в полярной системе ко- 

ординат имеют вид ф = a, ф =В 

(a<B), г= Л(Ф), фе [0,8], r= 
= ($), ФЕ [“,В] (рис. 10.12). 

При этом предполагается, что 
Рис. 10.12. К выводу формулы (10) 

для площади разности двух 

fi(9), Ale)  С([а,В]), Ae) < обобщенных секторов 
< ($) ‚ФЕ [a, B]. Обозначим че- 

рез 5 площадь фигуры ABCD. Будем иметь 

B 

5 = Sopc — Soas = xh i Рош] (ф)аф = 
Qa 2 (10) 

=5/[#@)-s?@]4 
a 

Samexanue 2. Отрезки лучей PY=A, ф=В (один или оба сразу) 
могут вырождаться в точку. 

Пример 3. Найти площадь части фигуры, ограниченной линией 
r=2+cos2Q, лежащей вне линии г =2+Sing (рис. 10.13). 

> Лучи, соответствующие точкам пересечения линий, находим, 

решая уравнение 

2+cos2p=2+sing > Фф| -с, > “Эт, фз = (93 --5). 
6 

Положим yh 

f(g) =2+sing, 
Ь(ф) = 2+ c0s 29. 

Воспользовавшись симмет- 
рией фигуры относительно 
оси Оу, можно рассматривать 

ос |5, =| Так как Л(9)< 

< ($), фе =. Ш , TO Рис. 10.13. К вычислению 
2 6 площади фигуры в примере 3 
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х/б 
$=2.1 | [ (2+ cos 2g)? —(2+5т 9)? |do = 

х/б _ 
— | оо 0588 gsing те a9 = 

~n/2 2 2 

чо 9 | 
= | (5 cos29 + 5e0s49-4sino }dg= 
22 2 

| = S13 (кв. ед.). 4 - [5 29+ 51 49+46059 

Пример 4. Найти площадь общей части фигур, ограниченных 
линиями г=3+с054ф иг=2-с0$4ф (рис. 10.14). 

> Лучи, соответствующие точкам пересечения линий, находим, 

решая уравнение 3+с0$4ф =2-с0$4ф > cos dp =-5 => ф| = 

= QO; = >, Py =7N, = 1 ф 4 Эл ф aU, P2 = 3 3 » V4 9S G6 96 = М, т: 

hy 

4 ~ =F 
ar 
r=3+cos4y 

== 
75 

Aili r=2-cos4p 

fa x(p) 
—* 

Рис. 10.14. K вычислению площади фигуры 
в примере 4 
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Для нахождения искомой площади 5'воспользуемся симметрией 
фигуры относительно координатных осей и биссектрис координат- 

ных углов. Будем иметь 5 = 85 ‚где S — площадь заштрихованной 

фигуры. Заштрихованная фигура состоит из двух обобщенных сек- 

.. к 
торов. Первый ограничен линиями: ф=0, ф= 6; r=2-cos4q, 

> [= | Второй ограничен линиями: =, = 

>
|
а
 

хп 
r=3+cos4q, , ° ое |1 4 . Имеем, следовательно, 

_ | n/6 7/4 

5 =85 =8.5 | (2-cos49)’de+ | (3+c0s4¢)*do| = 
0 7/6 

- [5 - 53 ко ед.). 4 

$ 2. Вычисление длины кривой 

Приступим к выяснению понятия длины кривой линии. Пред- 
варительно заметим, что на кривой обычно различают два взаим- 
но противоположных направления, из которых одно считают по- 
ложительным, другое — отрицательным. Например, в случае 
параметрического задания кривой считают, что положительное 
направление отвечает возрастанию параметра, отрицательное — 
убыванию параметра. 

Отметим далее, что если на кривой даны несколько точек, и 
порядок их следования совпадает с определенным направлением 
на кривой, то в отношении этих точек говорят, что они следуют 
друг за другом вдоль кривой. 

Итак, пусть имеется кривая _АВ (точки Аи B— концы этой 

кривой). Возьмем на _АВ рядточек, следующих друг за другом вдоль 

кривой: Му = А, М,, ..., M,_,, M, = В (равенства для точек, вроде 
М, =A, М, = В, означают попросту, что соответствующие точки 
совпадают). Соединяя последовательно эти точки прямолинейны- 
ми отрезками, получим некоторую ломаную линию, вписанную 
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в ~AB (рис. 10.15). Обозначим через [M,M,,,| длину k-ro звена 

n-| 

ломаной. Тогда /лом. = У |M,Mx.1| будет длиной всей ломаной. 
k=0 

Заметим, что для закрепленного 
числа л и для закрепленного спосо- 
ба выбора точек M,, M),...,M,_, 
значение величины /,,,, будет впол- 
не определенным числом. Если же 
число точек Му, М,, ..., Ми и спо- 
собы их выбора на _АВ менять, то 
будет изменяться, вообще говоря, 

А = М значение величины J, . 

Положим А = max |М, Мл. 
К=0.п-1 

Определение. Если существует 
конечный предел длины вписанной в дугу ломаной 

[= Ит / | 
1-50 ЛОМ. ? ( ) 

не зависящий OT способа выбора вершин ломаной, то этот предел 

называют длиной AB ‚асаму -АВ называют в этом случае сирям- 

ляемой. 
1. Длина дуги кривой, заданной параметрически. 

Теорема 1. Пусть _AB задана параметрически уравнениями 

| = $(0, 
y=y(), 

(Считаем ~AB незамкнутой и не имеющей кратных точек; каж- 

дая точка на ~AB получается лишь при одном значении парамет- 
ра vz.) Пусть функции (ft), w(t) имеют в промежутке [с,В] непре- 
рывные производные (г), w(t). Тогда -АВ спрямляема, и ее длину 

следует вычислять по формуле 

Рис. 10.15. Ломаная, 
вписанная в дугу кривой 

fe [В] (a<f). 

B 

I= [ФР +[wofat. (2) 

№» Впишем в AB ломаную МоМ,...М, (My =A, M, =8), 
причем сделаем это так: разделим промежуток [a,B] точками 
Q= <t,<...<¢, =В произвольным образом на части [f,,f41] 

(k =0,n-1), и возьмем в качестве точек М, (х,, У) на -АВ точ- 
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ки, у которых x, = Q(t), уг = W(t.) (рис. 10.16). Длина k-ro звена 

ломаной |М, М, „| будет равна 
AY B=M, 

[Mi Мун |= 

= у (Жи -ж) + Он — Ук)". Мл- 

Но жи — Xe = PCs) -Ф(), Уи |4=мМ, 

— Ve = Wheat) - WK) . Поэтому м Mp х 

[м Мун = Рис. 10.16. К выводу 

= Де) - 9) + (уд). ФОРУ для длины ду 
Замечаем, что функции O(f), y(t) в промежутке [1,1..!] удов- 

летворяют условиям теоремы Лагранжа. Следовательно, можем 
написать: 

Ф( и) -Ф() = P(t) Ай ‚точка тие [ви], 

УИ) — Wl) =4(0,)- Ай ‚точка 8, е [Kha]. 

Torna |М‚ М‚ |= | [ot + [vO] А, К =0,п-1.Для длины 
всей ломаной будем иметь 

п-1 

hom. = > [ot yy + [ел ) “At, . (3) 

Замечаем, что сумма (3) очень похожа на интегральную сумму 
Римана для интеграла, стоящего в правой части (2), но таковой не 
является, ибо, вообще говоря, 6, # T,. 

Введем в рассмотрение сумму 

п-| - 5 - 5 

<= ху + [р At. (4) 
К= 

Это уже настоящая интегральная сумма Римана для интеграла (2). 

У Hac, по условию, ф’(1), y(t) Е С ([а,5]) > J [oy + УР ЕС ([,5]) 

> уе + ФР е R([a,b]) > lim о существует и равен 

Г ,/\12 7x72 ~ 

JYlo@P +lvwPar (= max {Аи} 
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Заметим, что (A 3 0) <=> (1 > 0) (это доказано, например, в книге 
Г.М. Фихтенгольца “Курс дифференциального и интегрального ис- 
числения”, т. I, с. 557). 

Рассмотрим очевидное равенство 

[ пом. =O+t (liom с). (5) 

Из (5) видно, что теорема будет доказана, если показать, что 

lim (лом. — 5) =0. (6) 
1-0 

Имеем 

< , 2 , 2 , 2 , 2 how. -9= $. Yle GF +O} - ДОР +ВИСЫ ) At. 
k=0 

Отсюда 

п-1 
. 

| лом. — <] < > [< (4, yr + [w’(0, yh -\ [o'(t, yy + [w’(t, yl | . At. . 

Так как Ум -Ум| < м _ M| ‚ ге Ми N— любые две неотрица- 

тельные величины, то получаем 

п-| 

|/ лом. ~ с < У, lve yy ~~ [< У | | At, ° 
k=0 

(Неравенство Ум -УМ | < М -М| доказано ниже. См. (7).) 

По условию, y(t) е С ([4,6]) = [y(n] € С((а,6]) > по теореме 

Кантора: любому => 0 отвечает § > 0 , зависящее только от $, та- 

кое, что для любых двух точек Г’, {” из [a,B] для которых |” - r| < 8, 

2 
будет wey _ УР < т: ы та Возьмем дробление промежут- 

_ с 

ка [a,B] на части [f,,f,,)] любое, но такое, чтобы было 2, < §. Тогда 

для всех k =0,п-—1: |6, _ т» | << 85 и, следовательно, сразу для всех 

—__ 2 
k=0,n-1: lve, УР — [№ i < В : 3 . Тогда будем иметь 

— © 

ры n-l 

|/ лом. — 6] < ва Аи ==. 
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Неравенство |/,o,, — 0] < = получено нами лишь в предположении, 

что А, <5. Это означает, что lim ([м.-6)=0. 4 
1-0 

Лемма (неравенство для квадратных радикалов). Пусть Ми N— 
любые две неотрицательные величины. Тогда 

Ум -Ум|< /м-м|. (7) 
} В самом деле, путь A=min{M,N}, В= тах{ М, №} => 

=> В = А+рф, где й > 0. Тогда (7) запишется в виде МА+Е- А < М> 

> VAthsJA+Vh => Ай < А+й+ 2 АЙ <> WAN >0. 4 
2. Длина дуги кривой, заданной явным уравнением. 
Теорема 2. Пусть -AB задана явным уравнением 

y=f(x), хе[а,6], a<b. 
Пусть функция f(x) имеет в промежутке [a,b] непрерывную про- 
изводную f(x). Тогда „АВ спрямляема, и ее длину / следует вы- 
числять по формуле 

b 

l= + [Годрах. (8) 
№ Представление -АВ кривой явным уравнением у = f(x), 

x € [a,b], может быть рассмотрено как параметрическое: 

х=х 
‘ ХЕ [а,6], a<b 

у= f(x), 
(в роли параметра выступает х). 

Имеем x, =1, у, = f(x). Видим, что выполнены условия тео- 
ремы |. Следовательно, ~AB спрямляема, и ее длину / следует вы- 

bh 
числять по формуле | = fyi + ГР dx. 

3. Длина дуги кривой, заданной уравнением в полярных коор- 
динатах. 

Теорема 3. Пусть -АВ’ задана уравнением 

г = / ($), фе [а,В], а <В. 
Пусть функция /($) имеет в промежутке [a,B] непрерывную 

производную /“(). Тогда -АВ спрямляема, и ее длину / следует 
вычислять по формуле 

В 

[= ФР + Раф. (9) 
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}» Имеет место следующая связь между полярными и декарто- 
выми координатами точки: 

xX =7С05, 

y=rsing. 

Следовательно, параметрические уравнения ~AB в этом случае 
будут такими: 

х=/ ($) с0$$, 

ая 
фе [о,В], a<f 

(в роли параметра выступает $). 
Имеем 

Хо = f'(9) со5ф- f(¢)sin 4, - a , a 

b = f’(9)sing + f() cos, = [xl +e) = [ФТ + ФТ. 

Видим, что выполнены условия теоремы 1. Значит, -АВ спрямля- 
ема, и ее длину / следует вычислять по формуле 

В 
[= | J [ФГ + [ФГ de. < 

Замечание. Если -АВ — пространственная и задана парамет- 
рическими уравнениями 

[x= Ф(0, 
sy=w(t), ге [а,В], а<В, 
|< = © (1), 

и если функции O(f), w(t), w(t) имеют в промежутке [a,B] непре- 
рывные производные Q(t), w(t), w(t), то совершенно аналогично 
устанавливают, что ~AB спрямляема и что ее длину / следует вы- 
числять по формуле 

В 
| = fy [ow] + [9 + [оО dr. 

Часто пространственная кривая представляется как линия пе- 

ресечения двух поверхностей, проектирующих ее на координатные 

плоскости, т. е. задается системой 

|) = f(x), 
ХЕ [а,6], a<b, 

< = g(x), 
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причем функции f(x), g(x) имеют непрерывные производные 
в промежутке [a,b]. (Это представление кривой может быть рас- 
смотрено как своего рода параметрическое, что станет видно сра- 
зу, если написать: x =f, y= f(t), <= 8(!) , te [a,b] иа<Ь.) В этом 
случае 

b 
[= fy + [ГОР + [e’(x)] ax 

Пример 1. Вычислить длину одного витка винтовой линии 
(рис. 10.17) 

[x =acost, 

{y= asint, te [0,2]. 

|< = Ot, 

>» Имеем x; =-asint, у, =acost, 7, =b => (xi)? + (у)? + (=)? = 

=a’ +b’, 

2 

[= [ Va? + Bat = 2nVa? +b. 4 
0 

Пример 2. Вычислить длину полукубической параболы 

у? = =<- 1)3 ‚ заключенной внутри параболы у => (puc. 10.18). 

Az А» 

2 5 

> hy 
_ it 

`` | 2 "о O 

| 
—| Р M C 

ra Г N у 

——— B 

> = 
x 

Puc. 10.17. Puc. 10.18. Puc. 10.19. 
Винтовая К вычислению К вычислению ДЛИНЫ 

ЛИНИЯ длины дуги в примере 2 линии в примере 3 
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» Найдем абсциссы точек пересечения парабол из уравнения 

5= =<- 1) => х=2 — единственный вещественный корень. 

12 _ 14 
Имеем 2yy, =3.2(x-1) > у, _ (=I > (у)? “> 

3 y y 

=>(y,)? = Sa ae = =(x=1) > 1+ (у)? = == . Воспользовав- 

шись симметрией относительно оси Ох, можем написать 

| = 2j et = | ox = 292 (3, - 19| = 292 (5/5 -2V2). 4 
1 

Пример 3. Найти длину линии, заданной уравнением r = asin? Ф 

(рис. 10.19). 

> Считая г > 0, получим, что должно быть: 1 20 = ge [0, 3]. 

3 
При изменении фот 0 до 57 длина радиуса-вектора г возра- 

стает от 0 до а, а конец радиуса-вектора описывает дугу ОАМВ. 

3 
Затем, при изменении фот oh до 37, величина губывает OT a до 0; 

при этом описывается дуга ВСАО, симметричная дуге ОАМВ отно- 

,, п 
сительно прямой Y= => . 

Имеем: 

2Ф. ф 
—-COS— ; 

3 3 

2 r\2 69 49 29 4 
г + (г) =a*|sin —+sin -cos? + |= a’ sin _, 0) ' 3 SN 3 | 3 

yr * + (7g)? = asin? $7 3{!-0053} 
3 

Следовательно, 

3x 3x 

a 29 a 3. 29 Зап 
[=— 1- — d = = > = — = . 

5 cos |p 5° pine] 2 < 
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4. Переменная дуга и ее дифференциал. у 
Пусть AB кривой задана параметричес- В 
кими уравнениями 

фт нач 
Пусть функции x(t), y(t) имеют в про- 
межутке [a,B] непрерывные производные — 

ху. Рис. 10.20. Переменная 
Возьмем на ~AB произвольную точку дуга -АМ 

М. Пусть гесть значение параметра, соот- 
ветствующее положению точки Mua ~AB (рис. 10.20). Тогда длина 

t 

~AM равна | V(x)? + (у)? dt. Ясно, что эта величина представляет 
a 

собой некоторую функцию OT [, определенную в промежутке [a, B]. 
Будем обозначать эту функцию через /(f). Таким образом, 

f 

I(t) = fy)? + (rat, te [0,8]. (10) 

У нас, по условию, x7, №! € С ([o,B]) > y (x7)? + (4)? € С((а,В]) = 

= для любого fe [о,В] существует /’(t), причем 

I(t) = y (x1)? + (0)? (11) 
= [(1)ЕС(|о,В]), и (4) — монотонно возрастающая в [В]. 

Умножим обе части (11) на dt. Получим 

I'(t)-dt = (40? +(y/-dt)? = dl(t) = (4х)? + (dy)*, te [o,B]- 

Замечания. 

1. Если -АВ задана явным уравнением у = f(x), хе [a,b], а<Ьв, 

иесли f(x) eC ([a,5]), To для любого хе [a,b]: I(x) = VI + [ГОР 

и = 1 +[оРах. 
2. Если -АВ задана уравнением в полярных координатах 

r=r(9), фе [В], a<B, и если же C([a,B]), то для любого 

фе [о, В]: Mo) = [Ol + [ФР и аи = [ФР + [ФРаф. 
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$ 3. Площадь поверхности вращения 

Понятие площади кривой поверхности в общем случае будет дано 
позднее (при рассмотрении приложений двойного интеграла). Здесь 
же мы остановимся лишь на случае поверхности вращения. 

Пусть в плоскости Оху дана спрямляемая дуга -АВ. Станем 
вращать эту дугу вокруг оси Ох. Мы получим при этом поверх- 
ность вращения, о площади 5 которой и пойдет речь. 

Возьмем на _АВ ряд точек, сле- 
дующих друг за другом вдоль кри- 
вой: A = Му, Му, ..., М» = В. Соеди- 
няя последовательно эти точки 
прямолинейными отрезками, полу- 
чим ломаную M)M,...M,, вписан- 
нуюв -АВ. При вращении этой ло- 
маной также получится некоторая 
поверхность вращения. Она будет 
состоять из боковых поверхностей 
усеченных конусов и, быть может, из 

боковых поверхностей конусов и 
цилиндров. Обозначим через Элом. 

Рис. 10.21. К определению пло- площадь поверхности, образованной 
HHA TIOBEPAHOCTH Рае йа вращением ломаной M,M,...M,, 

вокруг оси Ох (рис. 10.21). 
Отметим, что для закрепленного числа п и закрепленного спо- 

соба выбора точек M,, M),..., Ми, значение величины S| будет 
вполне определенным числом. Если же число точек Му, Му, ..., Ми 
и способы их выбора на _АВ менять, то будет изменяться, вообще 
говоря, значение величины 5 

лом.” 

Определение. Если существует конечный предел 

5 = ШТ блом. » (1) 

не зависящий от способа вписывания ломаной, то этот предел 

принимают за площадь поверхности, получаемой при вращении _ 4B 

вокруг оси Ох (здесь A= тах |М, Му. |). 
К=0,п-1 9 

Teopema 1. Пусть -АВ задана параметрическими уравнениями 

| = x(t), 
yewn, 18 [о,В], о <В. 
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(Считаем -АВ незамкнутой и не имеющей кратных точек.) Пусть 
функции x(f), y(t) имеютв [,В] непрерывные производные x‘(f), 
y(t). Тогда поверхность, образованная вращением ~AB вокругоси 
Ох, имеет площадь 5, причем 

В 

$ = 2 |] - You? +0. (2) 

* }> Пусть для определенности _АВ лежит выше оси Ох, т.е. 

У >0, te [о,В]. Впишем в -АВ ломаную МоМ,...М, (My =A, 

M, =В), причем сделаем это так: разделим промежуток [a,B] точ- 

ками Q=f <t,<...<¢f, =В произвольным образом на части 

[1,6], К =0,n—1, и возьмем в качестве точек М», k=0,n-1, 

точки (хх, Ук), У которых xX, = X(t), ух = Y(t). Рассмотрим k-e зве- 

но ломаной. Может реализоваться один из следующих трех случаев 
(рис. 10.22, 10.23, 10.24). 

Площадь поверхности, образованной вращением звена М, М». 

вокруг оси Ох, будет равна 

+ У, 
S, = 2n74 = LIM, Meal. (3) 

Заметим, что выражение (3) остается одним и тем же, независимо 
от того, какой из трех случаев а), 5), или с) реализуется. Имеем 

[MM p44 = (Xp ~x,)? + (Vee ~y,) _ 

= \ [x(tea1) ~x(t,)] + [V(tear) — W(t yf. 

а) \y Diy с) у 
Mia Mia М, Мы 

М, 

x M, x x 

x, Xia x, ХА Xx, Xa 

Puc. 10.22 Puc. 10.23 Puc. 10.24 

Различные случаи положения звена ломаной относительно оси вращения 
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Замечаем, что функции x(t), y(t) в промежутке [f,,t,,,] удовлет- 

воряют условиям теоремы Лагранжа. Следовательно, можно написать 

хи) - ха) =H=X(y) Ag, ле, и], 

Уи) - Ук) = У’ (0, ) A, бе [и]. 
Тогда 

[ММ = J [x’(t, yi +[y(0, yi “Ah 

5} = 2p M+ Mea) fT +[y(0,)]} АВ, k -0,n-1. 

Для площади S,,,,, образованной вращением всей ломаной 

МомМ,...М„ вокруг оси Ох, будем иметь 

n-l 

Элом. = md, [y(t Yt Vga )] \ [x’(t, ) + [y’(8, р "АЦ. (4) 

Введем в рассмотрение сумму 

п-1 

сб = 2nd, y(t, )- J [x’( ty, yi + [y(t yh -Ah, . (5) 

Видим, что с является интегральной суммой Римана для интеграла 

В 

J = 2nf y(t) [OP + ори. 

Из условий теоремы следует, что подынтегральная функция в / 

есть функция непрерывная на промежутке [с,В], следовательно, 

интеграл J существует. Значит, limo существует и равен 
А>0 

В 

2 | y(t) Jf [oy +[ y(t] dt. (Здесь А, = max {А}. Заметим, что 
а k=0,n-1 

4390 = ^-0.) 
Рассмотрим очевидное равенство 

лом. =0+ (лом. —O). (6) 

Из (6) видим, что теорема будет доказана, если показать, что 

lim (лом. -6) =0. (7) 
1-0 
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Имеем 

п-| 

Элом. — 5 = md, [Wt ) + Wad J [x У +[y'(0, yi "Ай - 

п , 2 , 2 —n¥ (чи) [xP +P - Аи = 
k= (8) 

n-l 

= =>. [У(%) + Wear) — 2У(аь )]. \ [ха +O.) ) - Аи + 

n-| 

+d, 2y(t,)- Ri [x(t )]} +[y’(0, yh -\ [x’(t, yh +[y'(t% yh | At, | 

Произведем оценку обеих сумм, стоящих в правой части (8). 

Возьмем = > 0 — любое. 

1. По условию, x;(t), уг (1) е С ([%В]) = х/(1), у, (Г) — ограниченные 

в [0.В] = существует L>0 такое, что |x;(f)| < L, |у,(1)| < L, для любого 

fe [a,B] > J ХОР + s LV2, te [9,8], J [x(t У + [у’(9,)[ < 

< LV2,k =0,n—1. Тогда будем иметь 

< 
п-1 

md, Ук) + (teat) - 2Y(T)]- J BAGH yy +[y, (8, yy “Aly 

n-l 

< nLN2 >, [tea — Y(t) + YG) — WI) А. (9) 

По условию y(t) e С ([с,В]) = y(t) — равномерно непрерывная Ha 

[0,В] = взятому = > 0 отвечает 6, > 0 , зависящее только OT €, такое, 

что для любых двух точек Г’, {” из [с,В], для которых |” _ t'| < 5,, будет 

[y(t") — y(t’) < 
& 

4/2 -п[(В-о)’ (19) 

Если брать дробление промежутка [o,B] на части [4,¢,,,] любое, 

но такое, что A < §,, то будем иметь сразу для всех д =0,п-1: 

lt, -%|SA<8,, ии -\ |< А < 8, откуда, принимая во внимание 
(10), получим: 
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W(t.) — W(t) < 

А значит, из (9) 

$ ya) — УС») < 
€ € 

4/2 -nL(B-« 4/2 -nL(B-a) 

п-1 

=>. [У + Ytes) — 29%] of EIT + [ФР At <5. (11 

2. По условию y(t) Е С ([<,В]) > y(t) — ограниченная на [a,B] => 

=> существует L >0 такое, что |у(1)| < Ё, Ее [а,В] = [v(t <L, 

k=0,n-1. 

Имеем 

п-1 7 

"> 2y(t,) | [ее + [Уе)Р -y “Gor +b Gor At < 

_n-l 

<2nL >, [bie У - Lite, yy | “At, 
{20 

(здесь использовано неравенство: [Ум - VM) < IN — М], где Nu 

М — любые две неотрицательные величины). 

По условию y,(t) е С ([©,В]) > (БР ЕС ([о,В]) = по теореме 

Кантора: взятому = > 0 отвечает 6, > 0 , зависящее только от €, Ta- 

кое, что для любых двух точек Г’, {*е [©,В], для которых |" —1| <8, 

2 5 
будет | y,(t’) 2 _ У (Г | < - 

LOT Dr] (2nL)? .4(В-а)? 

Возьмем дробление промежутка [a,B] Ha части [4 ,f,,,] лю- 

бое, но такое, чтобы было < 5). Тогда для всех k=0,n-1: 

|0; -t%|<s4 <8) и, следовательно, сразу для всех А =0,п-1: 

2 
Ls (0, yf — [У (<, | < Gaby? = Gow?’ Тогда будем иметь 

~ al ff L-e-(B— ank- 5, вы ыы) 4% < 8. (12) 
k=0 

Е 
2nL -2(B-«a) 2° 
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Положим 6 = min {5,,5,} и возьмем дробление промежутка [o,f] 

на части [f,,4,.4,] любое, HO такое, чтобы было А, <8. Тогда будут 
выполняться одновременно оба неравенства (11) и (12) и, следова- 
тельно, 

Snow. - с] <5. 

Последнее неравенство получено нами лишь в предположении, 

что A < 65. Значит, lim (Sion, ~O) =O. | 
— 

Частные случаи. 

1. Теорема 2. Пусть -„АВ кривой задана явным уравнением 

у = У(х), хЕ [а,6], a<b. 

Пусть функция у(х) имеет в промежутке [a,b] непрерывную про- 
изводную у’(х). Тогда поверхность, образованная вращением -АВ 
вокруг оси Ох, имеет площадь 5, причем 

b 

$ = 2nf|y(o|- yl +(%)?dx. (13) 

№» Представление _AB кривой явным уравнением y= у(х), 

хЕ [a,b], может быть рассмотрено как параметрическое: 

x=f, 
te [a,b], a<b. 

y= y(t), 
Тогда утверждения, высказанные в этой теореме, сразу вытекают 
из предыдущей теоремы. «4 

2. Теорема 3. Пусть -АВ кривой задана уравнением в поляр- 
ных координатах 

r=r(9), фе [о,В], о <В. 
Пусть функция /(ф) имеет в [a,B] непрерывную производную 

Г’(Ф). Тогда поверхность, образованная вращением -АВ вокруг 
полярной оси (вокруг оси Ох), имеет площадь S, причем 

В 
S = 2nfr(g)|sing-¥ МР +[ФРаф. (14) 

» Утверждения, высказанные в теореме 3, вытекают из теоре- 
мы 1, если принять ф за параметр и вспомнить, что х =Fcosg, 

y=rsing. 4 
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3. Формулы (2), (13), (14) для площади 5 поверхности враще- 
ния могут быть объединены в одну, а именно 

(В) 
$ =2т | pal. (15) 

(A) 

Здесь р есть расстояние от точек _АВ кривой до оси вращения; 

di — дифференциал длины дуги кривой. Символы (A) и (В) пока- 

зывают, что нужно интегрировать 
между теми пределами для незави- 
симой переменной, которые соответ- 
ствуют данным точкам кривой Ди В. 

x =acos*t, 
Пример I. Астроида 4 

y=asin [Е 

вращается BoKpyr оси Ох. Найти пло- 
щадь 5 поверхности вращения 
(рис. 10.25). 

> Воспользовавшись симметри- 
ей фигуры, достаточно вычислить 

Рис. 10.25. Квычислению — площадь 5 поверхности, образован- 
площади поверхности ной вращением -АВ астроиды BOK- 
вращения в примере | руг оси Ох 

~AB представляется параметрическими уравнениями 

3 x =acos t 18 
; > te | 4 , 

y=asin f, 2 

p =|y(2)| = Jasin? | = ат? 1, 

Тогда 

так как $5тё > 0 ‚если fe 0, =]: 

dl = J(xi)? + (у = У9а? sin? t cos? tdt = 3asintcostdt , 

так Kak $т{ >20, с0$# 20 ‚если rela |. 

Имеем 

n/2 к/2 

5=2ж | asin’ t -3asin tcos 14! = бла? | sin* 160$ 141 = 

0 0 
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2 
= ona? sin? | = ona? (KB. ед.). 

Так как 5 =2S,To § = na" (кв. ед.). q 

_ 3 
x =acos f, .. 

Пример 2. Астроида вращается вокруг прямой 
у =asin’ tf 

у=х. Найти площадь 5 поверхности вращения (рис. 10.26). 

№ Пусть $ — площадь поверхности, образованной вращением 

~AB астроиды вокруг прямой У=Х, 

а 5 — площадь поверхности, обра- 

зованной вращением ~BC астроиды 
вокруг этой прямой. Тогда, приняв во 
внимание симметрию фигуры, будем 

иметь 5 =2($ +5) 

Имеем: 

3 xX = acos’ f, 
~AB: 3 re[2, |, = 

у=а$1п? р, 4 2 
Рис. 10.26. К вычислению = dl = 3asintcos 14 

° площади поверхности 
вращения в примере 2 

3 
Хх =ас05` f, к OT . 

~BC: 3 [Е B | ‚ =. dl =—3asintcostdt 
y =asin’ ft, 2 4 

Найдем расстояние р от точек астроиды (x(f), y(t)) до прямой 

у=х (до прямой у-х =0). Имеем 

x(t) -— У(1)] | 3 ._3 а ._3 3 
= = —=|acos f—asin ft] =—=(Я1` f-—cos 1), 

P= В I= 

так как для fe E 4 U E + | sin? f —cos’ ¢ > 0. Следовательно, 

- 2 a 
S = 2n | —~(sin? tf —cos? f) -3asintcos tdt = 

7/4 V2 
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2 
= 3V2na* | (sin* tcost—sin tcos* t) dt = 

п/4 

- 372 ~~ па? (sin? 1+ С0$ i if = 2 aa? ( eae ед.), 

. 3л/4 ; 
S =2n J Risin t —cos? f) -(-3asin tcost) dt = 

= 3V2na’ т (sin tcos* t -sin* 160$ /)dt = 
nf2 

=P na? 2 (-sin® 1 - с0$ Dh v4 - 32 

_3V2_ af, 1 , =— па (2 se ед.); 

$=2(9+5)= спа! (42 -1) (кв. ед.). 4 

= па? (кв. ед.), 

An
 

S+ 

‚ з, Лежащая в первой чет- 
y=asin 1, 

верти, вращается около своей хорды (рис. 10.27). Найти площадь S 
поверхности вращения. 

ay 

3 X = acos’ Г, 
Пример 3. Дуга астроиды 

№» Уравнение хорды, стягиваю- 

ей _АВ астроиды 

х 
2+2 =1 = x+y-a=0. 
а а 

3 x =acos 6, 
AB: | 3 ‘elo, 2], = 

A(a.0) y=asin ft, 

= dl = Зазт 1с0$ 10. 

‚ будет таким: 

Рис. 10.27. K вычислению 

площади поверхности иды (х(г), y(t)) до прямой х+ y—a=0. 
вращения в примере 3 Имеем 

Найдем расстояние р от точек астро- 

310



_be@+yO-4] _ 
V2 

так как | -с053 #—$1131> 0 для fe 0, 4 . Следовательно, 

acos* t+ asin’ t- -a| = (1 - cos? ¢-sin? Г), “Zl 2 

х/2 
а 3 ._3 . 

S = 2x | —=(1-cos’ 1-51” 0 -3asin tcos tdt = Ip 
n/2 

= 32 - па? | (sin tcos t -cos* fsin t-sin* #6051) dt = 
0 

2 - 3 

0 

= 3/2 - па (3 —sin 214 A cos8 1-4 sin’ ‘| = =~ ла? (кв. ед.). <q 
5 5 

Пример 4. Лемниската r = a,|cos 2ф вращается вокруг поляр- 

ной оси. Найти площадь 5 поверхности вращения (рис. 10.28). 
№» Принимая во внимание симметрию фигуры, достаточно 

вычислить площадь поверхности, образованной вращением -АВ 

лемнискаты вокруг оси ф=0. -АВ представляется уравнением 

г = a,{cos 29 ‚= [0 т Здесь p = y=rsing = р=а\/с052ф -sing, 

Tt 
0, —|. 

ee| i 
2 sin? 29 d ado 

dl =Jr°(o) + [Ра = fe? 0052 + a° ———. -do = ————— J ф) +[l de ф cos2p `“Ф Teos 29° 

Поэтому 

x/4 
= , do 
S =2 | a,|cos 2M -sing- 2 = 2na* i sin odo = 

(cos 20 0 

] 
= —2па? COS gl = 2па? [ Щ— ake ед.). 

Toma 5 = 25 = 2па? (2 - 2 ) (кв. ед.). 4 
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Рис. 10.28. К вычислению пло- Рис. 10.29. К вычислению площади 

щади поверхности в примере 4 поверхности вращения в примере 

п 
Пример 5. Лемниската г = a,/cos 2 вращается вокруг OCH = 5. 

Найти площадь 5 поверхности вращения (рис. 10.29). 
} И здесь, воспользовавшись симметрией фигуры, достаточно 

найти плошадь $ поверхности, образованной вращением —AB лем- 

нискаты вокруг оси $=5 (вокруг оси Оу). -АВ представляется 

уравнением г = а\/с0$2ф, фе В | В этом случае р =х=гсо$ф => 

=р = а\/с0$2ф-с0$ф, фе В | 

yh di = 

у=х 

Поэтому 

хх 
- n/4 

© ©. S =2n | aJcos29 - cos @x 
д 0 

п/4 
© os A x 440 = 2ла? | cos фаф = 

{cos 20 0 

= 2na’ sin ol" = 

Рис. 10.30. К вычислению площади ey 2 
— e KB. ед. e 

поверхности вращения в примере 6 2. па’ ( ). < 
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Пример 6. Лемниската г = а\/со$ 2ф вращается BOKpyr OCH ф = 

A
l
a
 

Найти площадь S поверхности вращения (рис. 10.30). 

> Найдем площадь 5$ поверхности, образованной вращением 

вокруг прямой У=х (прямой х-у=0) лепестка ОАВСО лем- 

нискаты. Ясно, что $ =2% (в силу симметрии). Лепесток OABCO 

4° 4 

dl = Jr2(9) 1% -do = agg ос |1, | 
{cos 2p 4 4 

Найдем расстояние г от точек (х(Ф), у($)) лемнискаты до пря- 

мой x — y= 0. Имеем 

a,{cos 2 - cos @ — a,{cos 2 - sin | _ a Е 20 
= : COS sing = р i | ф- q = 

_ a,/cos 20 
-(COS@—SIN®), и (с05ф ф) 

кл 
определяется уравнением г = a,/cos 20, ФЕ |- =, я 

кл 
так как cos@—sing 20, me |- | Следовательно, 

_ n/4 [ 

S=2n | ayCos 29 ? (cos — шо). oh _ 
-n/4 J2 Jc os 20 

‚ 94 
=\2.па? | (cosp-sing)dy = 

—п/4 

= J2 - па? (sing + cos $" = 2na’ (кв. ед.). 

Значит, S = 25 = 4па? (кв. ед.). 4 

Пример 7. Дуга окружности х? + у? =2х (меньшая п), отсекае- 

мая прямой У =Х , вращается вокруг этой прямой. Найти площадь 

S поверхности вращения (рис. 10.31). 

313



yh » OA представляется уравнением 

A ^^ y=v2x-x?, xe |0, 1]. Изсоотношения 

x? + у? =2x находим 2х+2уу, =2 => 

x 4 1-х г \2 | ] 
> ух = => 1+ ( = —= , 

С п =) у 2х-х 

dl = Jl + (5.)? -dx = хе (0, 1] 
Рис. 10.31. К вычислению 2х - x? 

площади поверхности Найдем расстояние р от точек (х,у(х)) 
вращения в примере 7 ~OA до прямой у=х (до прямой 

х-у=0). Имеем 

р = elx— (0) |-> =e (V2x-37 -x), 

так как для xe [0, I]: V2x—-x? -х>0. Следовательно, 

$ = 2n| (Vx? -х).-— = 2 all eed ae 

= 2. r(x +V¥2x — x? -arcsin (x - 0] 

V2x - x? 

| 
_ Fn {2-5} ед.). 4 

$ 4. Вычисление объемов тел 

1. Понятие объема тела вводят совершенно аналогично тому, 
как было введено понятие площади плоской фигуры. 

Пусть (Г) — некоторое пространственное тело, ограниченное 

поверхностью (5). Заключим (Т) в прямоугольный параллелепи- 

пед (Р), грани которого параллельны координатным плоскостям 

(рис. 10.32). 

Пусть 

asx<b, 

(P)= cs yd, 
<zsh 
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Произвольной сетью плоскостей, hz 

параллельных координатным (Б) 

плоскостям, разобьем (P) Ha час- 

тичные параллелепипеды (FP, ) Г) 

(f=I,n; j=l,m; k=1,/). Обо- 
y 

значим через Ay, длину диагона- д a 

ли частичного параллелепипеда Рис. 10.32. К. определению 

(P;,), а через A — наибольшую из объема тела 

длин диагоналей этих частичных параллелепипедов (A = max {Ais }). 

Произведенному разбиению (P) соотносим два числа “4 р В: 

A — сумма объемов всех тех частичных параллелепипедов (Р Pr), 

которые целиком содержатся в (ТГ) (они не имеют ни одной 06- 

щей точки с поверхностью (5) ‚ ограничивающей (Т)); 

В — сумма объемов всех тех частичных параллелепипедов (Р Pi.) , 

которые имеют хотя бы одну общую точку с (Т). 

Ясно, что В = А+О, где О — сумма объемов всех тех частичных 

параллелепипедов (Pix) ‚ которые имеют хотя бы одну общую точ- 

ку с поверхностью (5). Заметим, что для закрепленного способа 

разбиения (Р) на части (Р Pi.) Аи В — определенные числа. Если 

же способ разбиения (Р) на части (Р ) изменить, то изменятся, ijk 

вообще говоря, и числа A, В. 

Определение 1. Если существуют конечные пределы lim A И 
> 

lim В, не зависящие от способа разбиения тела (Г), и если 

im A= lim B(=V), то этот общий предел V Ha3biBaloT ObseMoM тела 
>00 

(Г) ‚ а само тело (Г) называют кубируемым. 

Теорема 1. Для того, чтобы тело (Г) было кубируемым, необхо- 

димо и достаточно, чтобы было 

lim (B- A) =0 (lim Q =0). (1) 
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Разности О = B— А составляются каждый раз из чисел Аи В, отве- 

чающих одному и тому же способу разбиения (Р) на части (Рик). 

Доказательство теоремы | совершенно аналогично доказатель- 
ству соответствующей теоремы в теории площадей (см. 81). 

Определение 2. Поверхность (5) ‚ замкнутую или нет, называют 

простой, если она разложима на конечное число частей, каждая из 
которых выражается хотя бы одним из уравнений вида: 

1) &= Л (ху); 

2) x=28(y,2); 

3) у=й(х, <). 

При этом предполагается, что функции f(x,y), 2(у,=), A(x, Z) 

непрерывны в соответствующих областях. 
1. Теорема 2 (о простой поверх- 

ности). Пусть (5) — простая по- 

верхность, содержащаяся в парал- 

лелепипеде (Р) (рис. 10.33). 

Произвольной сетью плоскостей, 
параллельных координатным 

J 
@, 

®e 3% > 

ее 

плоскостям, разобьем (Р) на ча- 

Рис. 10.33. К формулировке — стичные параллелепипеды (Ру). 
теоремы 2 

Пусть О — сумма объемов всех тех 

частичных параллелепипедов (Ру), которые имеют хотя бы одну 

общую точку с (5). Тогда lim O=0. 
> 

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 
о простой кривой (см. $ 1). 

Следствие из теоремы 2. Тело (Г) , ограниченное простой no- 

верхностью (.5) , кубируемо. 

2. Объем тела вращения в прямоугольных координатах. Пусть 

~AB кривой задана уравнением у = f(x), хе [a,b], а<б. Пусть 

f(x) Е С([@,5]) и f(x) > 0, хе [a,b]. Рассмотрим криволинейную 

трапецию, ограниченную снизу осью Ox, сверху — графиком функ- 
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& ции у= /(х), а с боков — отрезка- Л» 

ми прямых X =a, х=ф. Станем вра- 

щать эту криволинейную трапецию 

вокруг оси Ох. Получим тело враще- 

ния (Г). Поверхность ($) ‚ ограничи- B 

у 
* 

вающая тело (7), состоит из частей, 

определяемых уравнениями: 
1) х=а; 

2 2 2) x=b;3) z= 4V[f(0] -y?. 
— Рис. 10.34. К. вычислению 

Заметим, что 2(x,y)E С(Б,,) › где объема тела вращения 

(2.,)= | <x 55, Видим, что (5) — простая поверхность => 
wl 1-1 зу f(x). 

= тело (Т) имеет объем. 

Выведем формулу для объема Итела (Г). Для этого: 

1) точками а=х <х, <... <X, =5 произвольным образом 

разбиваем промежуток [a,b] на части [X,,X,4,;] (К =0,n-1); 

2) на каждом промежутке [X,,X,4,] как на основании строим 

два прямоугольника с высотами т, и М) ‚ где т, — наименьшее, 

а M, — наибольшее значение функции f(x) на [х,,х, и] (ть и 

M,, существуют, так как f(x) € С ([х,х|)). 

Получим две ступенчатых фигуры. Одна из них, образованная 

прямоугольниками с основаниями АХ, AX,,..., AX,_) и с высота- 

ми, соответственно, Му, Му, ..., Ми, содержит в себе криволиней- 

ную трапецию 4о./4ВВу. Другая, образованная прямоугольниками 
с основаниями Аж, AX),...,AX,.; и высотами, соответственно, 

т.т, ....Т,, полностью содержится в криволинейной трапе- 
ции 4, АВВ. 

При вращении вокруг оси Ох эти ступенчатые фигуры образу- 

ют два ступенчатых тела. Ясно, что тело (ТГ) будет содержаться 

целиком в одном из ступенчатых тел и содержать внутри себя 
другое ступенчатое тело. 
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А” Ступенчатое тело, содержащее в 

себе тело (Г) , состоит из цилиндров 

с высотами Аху, AX, ..., AX,_; и ра- 

Г диусами оснований Му, Му, ..., Ми, 

х а ступенчатое тело, содержащееся в 

(Г), состоит из цилиндров с высо- 

тами Ах, Ах|,..., AX,_; и радиусами 

оснований Mp, ту, ..., M,_; соответ- 

ственно. 

Объем ступенчатого тела, содер- 

Рис. 10.35. К вычислению жащего в себе тело (Г) ‚ равен 
объема тела вращения 

п-1 

mM Аж + mM - Ax, +... + ВМ - Ах, = У МЕ - AX, 
k=0 

Объем ступенчатого тела, содержащегося в (Г) , равен 

n-| 

mime -AXg + mm? AX, +... +1т2 "АХ, = У mime “AX, . 

Для объема V Tesla (T) будет справедливо неравенство 

п-1 п-1 
п. Уи -Ax, <И<п.-У MZ -AX, . (2) 

k=0 k=0 

Замечаем, что обе суммы в неравенстве (2), являясь нижней и верх- 
ней суммами Дарбу соответственно, являются также интегральны- 

ми суммами Римана для функции т: Л 2(х) в промежутке [a, b]. Так 

как f(x) € С ([а,6]) „тои п. /?(х) е C([a,b]) > п. 1? (х) в В ((а,6])> 

b 
= limo существует и равен nf f?(x)dx. (Здесь A= тах {Ах,} .) 

> а =0,n-1 

Переходя в неравенстве (2) к пределу при А, > 0, получим 

b 
V =ж| f?(x)dx. (3) 
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Замечание. В формуле (3) 5 = nf2(x) есть площадь поперечного 

сечения тела (Г) плоскостью, перпендикулярной к оси Ох. Поэто- 

му (3) может быть записана в виде 

b 
V = [S(x)dx. (4) 

В пункте 3 будет показано, что формула (4) оказывается вер- 

ной и для объема Итела (ТГ) , которое не является телом вращения 

вокруг оси Ox, но кубируемо. Правда, тело (ТГ) должно быть еще 

таким, что известны площади S(x) его поперечных сечений плос- 

костями, перпендикулярными коси Ох, причем 5(х) е С ([а,6]). 

Ау 

WN
 

S(x) / 

Рис. 10.36. Teno (7) с известными 
площадями поперечных сечений 

3. Объем тела с известными площадями поперечных сечений. Рас- 

смотрим кубируемое тело (7) , располагающееся вдоль оси Ох меж- 

ду плоскостями х =аи x =b. Рассмотрим сечение этого тела плос- 

костью х =const, где х— любое из [a,b]. Площадь сечения 9 

является функцией от х, определенной на промежутке [a,b]. S(x) 

предполагается непрерывной на отрезке [a,b] (рис. 10.36). 

Теорема 3. Объем кубируемого тела с известными площадями 

сечений 5(х) плоскостями, перпендикулярными оси Ох, выража- 

ется формулой 

b 
и = [S(x)dx. (5) 
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> Основываясь на определении объема тела (Г) , разобьем па- 

раллелепипед (Р) ‚ содержащий внутри себя тело (Г) ‚ сетью плос- 

костей, параллельных координатным плоскостям, на частичные 

параллелепипеды. Составим из них ступенчатые тела (A) с объе- 

MOM Аи (В) собъемом В такие, что тело (А) целиком содержится 

в (Т), атело (В) целиком содержит тело (7) внутри себя. Вслед- 
ствие кубируемости тела разбиение можно сделать настолько мел- 

ким, чтобы выполнялось неравенство В — A < 5, где € — произвольно 

малое положительное число. Пусть a(x) и B(x) — площади none- 

речных сечений плоскостью x=const тел (A) и (В) соответ- 

ственно. Это кусочно-постоянные функции. Для ступенчатых тел 

(А) и (В) формула (5) справедлива, т. е. 

b b 

A=fa(x)dx; B= [B(x)dx. 
a a 

Так как эти интегралы сводятся к суммам объемов слоев, состав- 

ляющих ступенчатые тела и лежащих между плоскостями разбие- 

ния, перпендикулярными оси Ох. Далее, очевидно, что выполняют- 
ся неравенства для площадей 

a(x) < S(x) < B(x). 

Интегрируем их по промежутку [a,b]. Получаем 

b b b 
Joa(x)dx < [S(x)dx < [B(x)dx. 
a a a 

Запишем эти неравенства в виде 

b 
A<[S(x)dx< B. (+) 

а 

Кроме Toro, по смыслу построения тел (A) и (В) имеем неравенство 

В>И>А. (+x) 

Вычитаем из неравенств (*) неравенства (+*ж) почленно: 

b 
A-Bs<[S(x)dx-V <B-A. 

a 

Отсюда 

b 
-2$ [S(x)dx-V <e. 

a 
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b 
Так как разность | S(x)dx -Г есть число постоянное, а = произ- 

а 

вольно мало, то эта разность равна нулю, т.е. 

b 
[S(x)dx-V =0. 
a 

Отсюда следует доказываемая формула (5). 4 
Пример I. Объем трехосного эллипсоида, заданного уравнени- 

2 у? 

ем —+— 
а? Ь? 

» Вдоль оси Ох эллипсоид располагается между плоскостями 
х=-а и х=а. Уравнение эллипсоида перепишем в виде 

2 z x 
= =1-—= => если |x| <a, To 
с а 

2 
+=-=1. 

С 

2 
У — + 

a
 

y? 22 

(oy — х2 [а? ) | (у — х? а? } / 

Из этого уравнения видим, что в сечении эллипсоида плоскостью 

x = const (|х|<а) получается эллипс с полуосями bl -x*/a? и 

cy [-х2 / a’ . Площадь эллипса равна числу 1, умноженному Ha про- 

изведение полуосей: 

5(х) = (by — х? [а* (cy/i — x"/a? | = пс (1 -x?/a’). 

Тогда по формуле (5) находим 

а 

И = [ S(x)dx = Inbe| |x dx = 2nrbc xo _4 
-a 0 a’ За? 0 3 

* Пример 2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 

лабс (куб. ед.). % 

Хх? + у? =ах; х+:=0; x-z=0. 

№» Отмечаем, прежде всего, что тело (Г) ограничено простой 

поверхностью, а следовательно, оно имеет объем И. Пересечем тело 

(Г) любой плоскостью х = ху, где х — любое, принадлежащее 
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(0, а). В сечении получим прямоугольник ABCD (рис. 10.38), проек- 

ция которого на плоскость Oyz ограничена линиями: Z = ху; Z= Xp 

у = —/ах -жуу= Jax — xj . Имеем 

|AD| =|AD|=2x), [AB] = [AB = 2Jaxy - x3. 
Значит, площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной 
к оси Ох, будет равна 

5 (хо) = 4% . /ахо —х, же (0,а). 

Тогда объем Итела (Т) будет равен 

V = [S(x) dx = 4) x . Jax —x¢ -dxy = 
0 0 

Хо=а 
2 а 

а а | а dx 
=4 - 2 0+ 3X9 Jaxy - x? +16 = = 

| | хо=0 0 аХо — № | 

3 у а _ 2 3 _ Xg=a 

=> и: a : = р агсз *o = 

о \(а/2) — (м -а/2) @ ло 

_@ ug п = ^^ (куб ед.) q 

412 2 4 

2 

Az 
D 

BD 2=%X, С 

у 

2=-Х, у ^\ 

yr Jax, — x 

Рис. 10.37. К вычислению Рис. 10.38. Сечение тела 

объема тела в примере 2 в примере 2 
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* Пример 3. Найти объем тела (7) , ограниченного поверхностя- 

ми 22 =а(а-х-у); х=0; у=0; z=0 (а>0) (рис. 10.39). 

>» Тело кубируемо, так как оно ограничено простой поверхно- 

стью. Пересечем тело (Т) плоскостью Z = %, где г — любое, при- 

надлежащее (0, а). Получим в сечении треугольник АВС, проекция 

которого на плоскость Оху ограничена линиями: х=0; у=0; 

2 _ 32 ee 2 
хчу=- © (рис. 10.40). Имеем |] =|ВС|== = . Значит, 

площадь сечения тела плоскостью, перпендикулярной к оси Oz, 

2_.2\ _ 
будет равна 5 (<) = (4) ‚ ЗЕ [0, a]. Тогда объем V tena (T) 

будет равен 

а | a 

V = | S(%)dz% =— | (a? - 25)" deg = 
0 24° 9 

2 =a 
| 2 5 4 =—|aty-Lag+2] =a (Ky6.en). < 

2a 3 Даю 1 

* Пример 4. Найти объем тела (Г) , ограниченного поверхнос- 

тями x? +4y? =8z; х2 +4у? =1; z=0 (рис. 10.41). 

zh 

Рис. 10.39. К вычислению объема Рис. 10.40. Сечение тела 

тела в примере 3 в примере 3 
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Рис. 10.41. К вычислению Рис. 10.42. Сечение тела 

объема тела в примере 4 в примере 4 

} Тело (Г) кубируемо, так как оно ограничено простой повер- 

8 

Получим в сечении фигуру, проекция которой на плоскость Оху 
ограничена линиями: 

= | 
хностью. Пересечем тело (ТГ) плоскостью Z = %, где BE] 0,- |. 

2 2 2 gy оса ХУ 

(fay еп” 
Это кольцо, ограниченное эллипсами с полуосями a, =1, 6, =—; 

172 

a, = {8% ‚ 6 = 22 (рис. 10.42). Мы знаем, что площадь эллипса 

с полуосями аи Bb равна rab. Поэтому площадь сечения тела (Т) 

плоскостью, перпендикулярной к оси Oz, будет равна 

| | 
ба) = т [5-4 20 Е Ё $ 

Тогда объем Итела (Т) будет равен 

1/8 Ta т 
Г = | S(z) 4 =| (5-420 ва =37 (куб. ед.). 4 

0 0 
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Пример 5. Найти объем Tena (Г) , которое образуется при вра- 

x =a(ft-sinf), 
te [0, 2x], y =a(l—cost), Е [0, 2x], вокруг щении одной арки циклоиды 

оси Ох (рис. 10.43). 

2na 

» В формуле Г =r | у?4х сделаем замену переменной, поло- 
0 

жив X = а(1-т 1). Когда x изменяется от 0 до 27a, [изменяется от 

Одо 2x. Будем иметь, следовательно, 

2к 2к 

V=nf a*(1—cosf)* -a(l —cos/) dt = паз ja —cost)>dt = 51а? (куб.ед.). 4 
0 0 

Пример 6. Круговой сектор, ограниченный линиями у=0, 

y = xtZ@ и частью окружности x? + у? = А? , вращается вокруг оси 

Ох. Найти объем V образующегося при этом шарового сектора. 

R-h R 
> V=aVi+V, =n [| x’ te? pdxtn | (R?-x’)dx = 

0 R-h 

п зи 2 А 13h =—t x3] +1R° -x - =x} = 
3 тр lem 3 ПА 

== [82 9-(R- Ay’ +3R7h+(R-h) - К? ]. 

Ay 

у 
< 

ity) h xX 

R-h К 

Рис. 10.43. Тело вращения Рис. 10.44. К вычислению 
в примере 5 объема шарового сектора 
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R-h 2 (Ю-№)? ‚ h(QR-A) 
Имеем coso=—— => COs’ d= => ft = . 

А тогда 

_ п 2_ 23 _ 2 р = 5 (2R —A)(R—h) + 3Rh -R] =v = т? (куб. ед.). 4 

* 4. Объем тела вращения в полярных координатах. 

Пусть имеется плоская фигура, ограниченная линиями, урав- 
нения которых в полярной системе координат имеют вид ф=а, 

ф=В (О<а<В<т), r=f(9), фе [а,В]. Пусть /Л(Ф)е С ([0,В]) и 
/(Ф) >0, ge [с,В]. Выведем формулу для объема V tena (T) , полу- 

ченного от вращения этой фигуры вокруг полярной оси, а именно, 

покажем, что 

В В 

и ule inode =F) Hesiod (6) 

Для этого разобъем промежуток [a, В] Ha части [¢,,,,)] точками 

A= < Ф <> <... <Q, =В 
и проведем лучи O=qQ, (kK =], 2,...,2-1). Построим ломаную 

с вершинами в точках Ag, Aj, Ad, ..., Аи. Точка Ак имеет коорди- 

наты ($,,/($,)). При вращении вокруг оси Ор плоский много- 

угольник О 1...А„ образует тело, объем которого обозначим че- 

рез И. Пусть A = max Aq, . Если 

существует limV , не зависящий 
^—>0 

от способа разбиения проме- 

жугка [о,В] на части, то этот 

предел будем принимать за 
объем V тела, полученного от 
вращения криволинейной фи- 
гуры OAB вокруг оси Op. 

Рассмотрим плоскую фигу- 

ру, ограниченную лучами ф = q, , 

Рис. 10.45. K определению P=Q,,, и кривой r= f(Q), 
объема тела вращения ___ 

в полярной системе координат фЕ [MPa], К=0,п-1 (см. 
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Рис. 10.46. К. определению объема тела 
вращения в полярной системе координат 

рис. 10.46). У нас f(~)e С ([о,В]) => Л(Ф)е С (Ф.Ф) > Л(Ф) 

достигает на промежутке [,,9;,,,;] своих наименьшего т, и наи- 

большего М, значений. Проведем две дуги окружности с цент- 

ром вточке О и радиусами т, и М, . Рассмотрим теперь два тела 

(7) и (7), образованные вращением плоских фигур, ограни- 

ченных лучами Ф=Ф,, Ф=Ф,.1 и дугами окружностей радиусов 

r=M, u r=m,. Ясно, что k-aa часть (7,) тела (Г) содержится 

в теле (Г) и содержит в себе тело (7,2) (Е = 0,n—1). Следова- 

тельно, если V, — объем тела (7,), И — объем тела (7), И) — 

объем тела (7;)), то имеет место неравенство И <V, <V;,” 

(k =0, п-1). Мы знаем (см. пример 6), что объем шарового сектора 

2 
Гис. вычисляется по формуле Г. = тк -h, где A — высота ша- 

рового сегмента, принадлежащего шаровому сектору, А — радиус 
шара. Поэтому 

И = лм} «(My ~My 005 O41) М? «(My - My 608 94) = 

= <M; (cose, —COS Qj41) = тим} sin 2k + Pett ging OOK 
2 2 
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ye = =nM (т; — My COS Oy 41) — ти (т, — Mm, COS фу) = 

_25 4 
= nM (COS Py — COS Px 41) = = tM sin Px + Pest oi нА , 

2 2 

Фет ЧФ . 5 Е 

o
l
 

<Фи, K=O, n—-1, т.е 
+ф 

Отметим, что Фх < Pk 5 к 

е [Фи , Фит]. Пусть sing, = max sing, sing, = min зто. Тогда 
[Фи 9x41] (94 Peat] 

И < М}. т, - sin 22k > VP > Sum - Sin Q, - ут. 

Получаем, следовательно, 

и < h, < тм}. -sin Q, - sin ФА 7 ,k=0,n-l. 

а, значит, 

4 У т AQ, = 2 sin Oy - sin fk cv si 4.5 M; -sin®, - т — 
3 20 3 4-0 2 

Пусть функция /(ф) достигает своего наименьшего значения т, 

на промежутке [ФФ] в точке фу, а наибольшего значения 

M, в точке ф, ($ и Фе [Ф.Ф |). По формуле Тейлора 

3 
sin AP _ AP _ COS (849, ) (= . Поэтому предыдущее неравен- 

2 2 6 
ство перепишется в виде: 

n-l 

7 F(x sin G, AQ, - 

n- 3 
-3=у, Por )sin 6 бы SEEN (Se) <и< 

6 2 

п-1 п-1| 3 

EY, рябь, 52S ера _ £08 (чи) [7 

т
ь
 

По условию, f(g) € С ([с,В]) = /(Ф) — ограниченная = существу- 

ет число Г, > 0 такое, что |/($)| < LZ, ge [о,В]. А тогда 
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< 3 5 20s(OAu) AQ, 
Sys (py, ) sit с 5 | 

«Е 2 _ nL (B-a) > 36 ^ ¥ 0, 36 ^ — 0, 

(фк) sin с 2 
5 505049, ) (= ]|= 

р 2 _ al (В- ©). 2 
36 ^ м 36 ^ 2° 

Следовательно, 

п-1 

3 mY L(G )sin GAG, + (6.м.в. при ^ > 0) <И < 

n-| 

<=>, (фе) SING, AG, + (6.M.B. при A > 0). 

Имеем 

и- 

ay (фк) sin 6, Ag, = 

п-| 2 25 ==n> f7(o, )sin 9, Ag, += ку. L(G )(sin Фе —SiN Q, “Wo, = 
3 #5 _ 3 

=o * (обозначение) 

зо n=l se i , у . i = 7" 
=с +21у 13 (0) -2 со Е ст — Pk Ag, . 

= 2 2 

Так как jsin 
bx - 9% | < [64 Pk | 

2 | 
n-l ne = se n-1 

ZnS £3(g%)- 200s + sin = % Ач | S2nDA- ¥ Ag, = 
3 k=0 2 2 3 k=0 

= 2 дв = 7 TE MB a) — 0. 
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Следовательно, 

п-1 

3 mY L(G )sin @, Ag, =o “+ (6.M.B. при А, > 0). 

Совершенно аналогично убеждаемся, что 

2 2! = 
up Г (фк) Sin фи AQ, = 

k=0 
2 n-l 

=3%, ое) ть + (6.M.B. при А, — 0). 
aft 

=6 * (обозначение) 

Итак, получим 

с” + (б.м.в. при А, > 0) <И<с’ + (б.м.в. при А. 0). (7) 

В этом неравенстве o и о’ — интегральные суммы Римана для 

В 
интеграла зп вп фа. Так как =nf(9)sin oe С ([a,B]), то 

a 

В . 

limo и Ито’ существуют и равны 2 af фт odo. Переходя 
1-0 130 3 м 

в неравенстве (7) к пределу при А, > 0, получаем 

2 . 
V =5 "Л (<) т фаф. 4 

a 

Заменание. Если тело (Т) образовано вращением вокруг по- 

лярной оси фигуры, ограниченной линиями: ф=а, ф=В 

(-п<а<В < 0), г= /($) ‚ где Л(ф)е C([a,B]) и Л(Ф) 20, фе [0,8], 

то для объема Итела (Т) справедлива формула 

В ~ 
И = “FIP singdg. (6) 

Поэтому формулы (6) и (6) можно объединить в одну 

2. 
= = | [т g| dg. (8) 

Qa 
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От плоской фигуры, врашающейся вокруг полярной оси, требуется 
лишь, чтобы она была расположена по одну сторону от оси вращения. 

Если окажется, что /(ф)<0, ge [a,B], то вместо (8) следует 
пользоваться формулой 

Е _ 
и =-2 fr lsing| dq. (8) 

a 

Пример 7. Улитка Паскаля г =а+6со0$ф вращается вокруг по- 
лярной оси. Определим объемы: 

|) тела, ограниченного поверхностью вращения, когда a>b 
(рис. 10.47); 

2) тела, ограниченного внешней поверхностью вращения, ког- 

naa<b (рис. 10.48); 
3) полости между внутренней и внешней поверхностями вра- 

щения, когда а < 5. 

Рис. 10.47. К вычислению Рис. 10.48. К вычислению 
объема тела в примере 7. объема тела в примере 7. 

Случай a>b Случай a<b 

> Заметим, что фигура симметрична относительно полярной оси. 
1) В случае а > 6 она имеет вид, изображенный на рис. 10.47. 

~ACB кривой соответствует изменению ф OT 0 дол, f(g) >0, 
фЕ [0, п]. Поэтому 

х к 

И = Snir singdg = =n{ (a+ bcos)’ sin pdg = 
0 0 

к 

= -35"]@ +6 с0$ <) 4(а+со$Ф) = 

_ 21 (a+ bcos <)“ "" 

3b 4 
| = = na(a? +b”) (куб. ед.). 4 

ф=0 
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2) В случае а <b улитка Паскаля имеет вид, изображенный Ha 

рис. 10.48. -ACO кривой соответствует изменению ф от 0 до @ 

T ae 

(5 <Q <2); -ODB кривой соответствует изменению фот Фу до 

п; / ($) 20, фе [0,go],u f(g) < 0, фЕ [Фок]. Угол gp определяется 

из соотношения а+Ьс0$Ф =0 => с0$Ф =-а/Ь. 

Объем тела, ограниченного внешней поверхностью вращения 

(то есть поверхностью, образованной вращением ~ACO), будет 
равен 

Ey 
д | (a+ bcos)’ sin фаф = 

WI
] 

bh
o 

V a2 | sin odo = 
Зо o

u
,
 

_ _2n (a+ bcos o)* |” 

3b 4 

_ СП 4 
ra (a+ 6)" (куб. ед.). 

|0 

Обозначим через Г, объем тела, ограниченного внутренней 

поверхностью вращения (то есть поверхностью, образованной вра- 

щением -ОРВ). Имеем f(g) < 0, фЕ [фу]. Поэтому 

к к 

Ve = -2=| r sinedg=-2nf (a + bcos)’ sin gd = 
3 3 9 9 

_ 2п (а+6с059)* "п _ py4 3 д \ съ (а b)” (куб. ед.). 

3) Объем V полости между внутренней и внешней поверхно- 
стями вращения равен разности объемов тела, ограниченного внеш- 
ней поверхностью, и тела, ограниченного внутренней поверхнос- 
тью вращения: 

_ 7 4_ a _pyt - Ала +b? V ==, (a+) op (9 b) 3 ala +b) (куб. ед.). 4 

5. Вычисление объемов тел, ограниченных поверхностями, по- 
лученными от вращения кривых вокруг произвольных осей. 

Пример 8. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, по- 
лученной вращением дуги параболы у? = 4ах около прямой у=2х 

(рис. 10.49). 
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Рис. 10.49. К вычислению объема Рис. 10.50. Элемент объема тела 

тела в примере 8 вращения в примере 8 

}» Сделаем преобразование координат 

x = Xcosa—ysina, 

| = Xsina+ cosa, 

так, чтобы ось вращения стала осью абсцисс новой системы KO- 

ординат. У нас tga =2 = cosa =1/V¥5, sina = 2/V5 . Поэтому 
г 

| ОО 
x == 29), 

| ~~ = 
УЕ). 

1 

Уравнение параболы в новой системе координат будет таким: 

] м2 4a ,- w 
—(2X + y)* =—=(X-2y) => 
5 V5 

=> у=-2 (%+2V5 -a)+2¥5V5 -a% + 200”, ХЕ [0, a5 |. 

(Из двух знаков перед радикалом нужно взять знак “+”, так как 

интересующая нас дуга параболы лежит выше оси ОХ.) 
Для объема V Tena будем иметь 

a5 als 
V=n| Pdt=n | [4 (SV5 -ak + 2007) +4 (Я? +45 -ak + 20a") - 

0 0 

-8 (8+ 205 a) V5 -ak + 200 | фе = 208 nat — 8, 
аб 

где J = | (#+2\5.а)\/5/5 - ak + 20a? dz. 

0 
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t-20a* dt 
5\5-а’ 5/5 -а’ 

X = 0 соответствует # = 20a*, х =а\/5 соответствует г = 45а?. По- 
лучим 

В Усделаем замену 5/5 -ах +204? =t => X= 

{— 20а? dt 8025 
-Т Е. tee ai sa x5 a. 

Следовательно, 

y (a _ мм pe av8 
3 36 =~ па? (куб. ед.). 4 

Приведенный здесь метод решения задачи является универ- 
сальным. Однако часто более удобным оказывается другой метод. 

Этот метод называется методом выделения элементов. Его смысл 
можно уяснить здесь на примерах 8, 9. 

» Находим расстояние р от произвольной точки (x, f(x)) па- 
раболы до прямой у=2х. Имеем 

_ Рх- f(x)| _px- 2Vax} 

V5 V5 
Элемент dV объема тела вращения будет равен mp? - dl (рис. 10.50). 

‚ХЕ [0,4]. 

Здесь dl =|M,M,| — высота, р — радиус основания цилиндра. Име- 

ем d/ = + (yi)? -dx, где y = 2x и, следовательно, 4/ = /5 - dx. 3Ha- 

(2х- 2Vax ) 
чит, dV =n V5 -dx . Torna 

V = 4т | (х - Jax) Ах = WD a (куб. ед). 4 
0 

Пример 9. Кривая Ен вращается вокруг прямой 
а 

х ¥ 
—+ + =1. Найти объем тела, ограниченного поверхностью враще- 
а 
ния (рис. 10.51). 
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/ 

Из уравнения кривой ен > yp p a NG ‘ 

О<х<а, 
следует, что должно быть 

O<sysb, 

2 

И y=oft- а . Расстояние р от произ- 

a Рис. 10.51. К вычис- 

вольной точки этой кривой до прямой = Лению объема тела 
в примере 9 

x у , 
ath =] будет таким: 
а 

2 

[| : _1 
q a _ 2ab 

(tea Na? +8? 
x E 

a а 

Имеем, далее, d/ = Jl +(y,)? -dx,rae y= of -=) Следовательно, 
а 

2 [2s 2 
dl = 1470 dx = а +6 dx. Для элемента dV объема тела вра- 

а а 

щения будем иметь 

2,2 Гр 
dV = пр? 4! = п. 4a’b [- * ato 

(va? + 5° | a 

dx = 
а а 

Поэтому 

y _ _4 пав” _ a ee 
[2+ ]|а Na 15 /а2+р2 (КУб.ед.). 4 

0 
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5 5. Вычисление статических моментов 
и координат центра масс плоских кривых 
и плоских фигур 

Определение. Пусть М — материальная точка массы т, Ох — не- 
которая ось, 4 — расстояние от точки М до оси Ох. Тогда 5, =m-d 
называют статическим моментом точки М относительно оси Ox. 

При рассмотрении нескольких материальных точек М|, Мь, ..., М, 
с массами 1), то, ..., т, соответственно оказывается полезным при- 
писывать соответствующим расстояниям определенные знаки. По 

Ау этой причине момент S,, например, 
вводят в рассмотрение только тогда, 

М когда точки M,, М,, ..., Ми располо- 
жены в плоскости, содержащей ось ОХ. 
В этом случае через точку О проводят 

x координатную ось Oy, перпендикуляр- 
О $ — ную оси Ox, и под 4 понимают коор- 

динату уточки М, так что 9, =m-y. 
При пространственном располо- 

Рис. 10.52. К определению жении материальных точек статичес- 
статического момента кий момент S, относительно оси Ох 
материальной точки не рассматривают, ибо нет никаких 

разумных оснований приписать их 
расстояниям 4 от оси Ox Te или иные знаки. 

Определение. Статическим моментом системы материальных 
точек M,, M),..., М„ относительно оси Ох называют сумму стати- 

ческих моментов всех точек этой системы относительно оси Ox, 

п 

т. е. величину 5, = Ут, - Vy - 
kel 

Совершенно аналогично определяется статический момент 
системы материальных точек относительно оси Оу: 

| 

5, = У ть “Xp . 

k=1 

Здесь xX, — абсцисса точки М, в системе координат Oxy. Ста- 
тические моменты 5, и 5, системы материальных точек позволя- 
ют установить положение центра масс С(хс, Yc) этой системы. Точка 
С(хс, Ус) обладает тем свойством, что если в ней сосредоточить 
всю массу системы, то момент этой массы относительно любой оси 
совпадает с моментом системы относительно этой оси, т. е. 
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n n 

5х = 2m ‘Yo, Sy= хоть "Xe 
k= 

Поэтому 

n n 

> Mg Xk > mM Ук 
Xo = =e ‚ or =e 

> mM > ть 
k=l k=l 

Пусть теперь речь идет не о дискретных материальных точках, 
а о непрерывной материальной кривой АВ переменной плотности, 
расположенной в плоскости Оху. Будем предполагать кривую спрям- 
ляемой, а координаты х и уее переменной точки Ри линейную 

плотность распределения массы А у 
и В этой точке заданными как В 
функции длины 5 дуги АР, Точ- 
ке А отвечает значение $ = 0; р 
точке В — значение $ = / (/— А 
длина всей кривой AB). 

Найдем статические момен- s 
ты этой кривой относительно 
координатных осей. Для этого ра- О 
зобьем промежуток [0,1] с помо- 

щью значений 

V
x
 

Рис. 10.53. K определению 
0=5 <&$ <$5) <... < статических моментов кривой 
<< =/ относительно координатных осей 

на столь малые части AS, , чтобы в пределах каждой части линей- 

ную плотность [(5) можно было считать приближенно постоян- 

ной величиной, равной ц(5,) , где 5, — любая точка из промежут- 

ка [S,, 5,4]. Масса Am, каждой частичной дуги As, [= (5-54), 

К =0,1,2,.... п-1] будет приближенно равна: Am, = ц($,) - As, . Со- 

средоточим всю массу каждой частичной дуги в точке (х,, у»), 

отвечающей значению S = 5% . В результате получим систему из я 

материальных точек. Статические моменты этой системы относи- 
тельно осей Ох и Оу будут соответственно такими: 
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n-| п-1 

>, Ат + Ук = >, (54) У(5%) AS, 
k=0 k=0 
n-1 п-| (1) 

У Am, - Хх = У w(K )x(K,) Asp. 
k=0 k=0 

Видим, что правые части равенств (1) представляют собой интег- 
ральные суммы Римана для функций ц(5) : y(s), и($) - х(5). Эти сум- 
мы дают приближенное значение для статических моментов мате- 
риальной кривой АВ относительно координатных осей. Точное 
выражение для этих моментов кривой мы получим, переходя в (1) 

к пределу при А = тах 45, > 0. Будем иметь 

/ /[ 

5х = [u(s)-y(s)ds, Sy = [u(s)-x(s)ds. 
0 0 

Статические моменты 5, и Sy, кривой позволяют установить по- 
ложение центра масс С(хс,Ус) кривой. Так как масса т кривой 

1 
АВ равна |14(5)4 итак как 5, =т-ус, 5, = т. хс › то получаем 

0 
l || 

Ju(s)- x(s)ds Ju(s)- y(s)as 
Xc = о ] ’ Ус = о Г . (2) 

Ju(s)ds fu(s)ds 
0 0 

В случае, когда кривая АВ — однородная, т.е. и = const, формулы 
(2) принимают вид 

/ t 
| xds J yds 

_2 =o, 2 XC Г ’ Ус Г ( ) 

Из выражения для Ус в (2) находим 
! 

[Ус =| yds. 
0 

Умножим обе части последнего равенства на 2х. Будем иметь 

l 

Qnyc | = 2nI yds. (3) 
0 
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Если кривая АВ лежит выше оси Ox, т.е. y 20, TO правая часть 
равенства (3) есть площадь поверхности, полученной от вращения 
кривой АВ вокруг оси Ох. В левой части равенства (3) множитель 
2пус есть длина окружности, которую описывает центр масс кри- 
вой при вращении ее вокруг оси Ох, /— длина кривой АВ. 

Таким образом, мы приходим к следующему утверждению. 
Величина площади поверхности, полученной от вращения дуги 

плоской кривой вокруг не пересекающей ее оси, лежащей в плос- 

кости дуги, равна длине дуги этой кривой, умноженной на длину 
окружности, описываемой центром масс дуги кривой. 

(Это есть так называемая первая теорема Гульдена). 
Пример 1. Найти центр масс полуокружности радиуса R. 
> Имеем /=лА. Площадь поверхности вращения 5 =4хА?. 

Следовательно, 

$ _ 4nR? _ 28 
21. In-nR п. 

хс =0, ибо если кривая симметрична относительно некоторой 

прямой, то центр масс кривой лежит на этой прямой. q 

Рассмотрим теперь плоскую 

фигуру ABCD, ограниченную сни- 

зу непрерывной кривой у = f(x), 

ХЕ [a,b], сверху непрерывной кри- 

вой y= f3(x), xe [a,b], ас боков 

отрезками прямых х=а, x=b О 

(A(x) $ A(x), хе[а, ]; a<b). R 
Предполагаем, что эта фигура одно- 

родная, т. е. поверхностная плотность Рис. 10.54. К определению 
распределения массы р =const. центра масс полуокружности 

Разделим промежуток fa, 5] 

на части точками а=х <х, <х) < ...<х,=Ь и рассмотрим сту- 
пенчатую фигуру, составленную из прямоугольников с основани- 

ем Ах, = хи - хх и высотой (жи) - Л( и) (Е = 0,1, 2,...,п-1). 
Масса Ат, каждого такого прямоугольника будет равна 

Ат; = [Л (Хы) — A Ona] AX - 
Сосредоточим всю массу такого прямоугольника вего центре масс 

(центр масс прямоугольника лежит в точке пересечения его диа- 

гоналей), т.е. вточке (х,, у»), где 

(Хи — ХЕ) -х AX, 
2 k+l 2 ) 

Ус = 

AY 

x 
Ss, 
о 

Xp = Xap — 
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= _ fr( “es Л (Хин) — A+ Oe) 
Ук = A Xgar) + 5 

Тогда статические моменты упенчатой фигуры относительно осей 
Охи Oy будут равны соответственно 

- am: n= 0 SOLA (Xie) — FP Xe) | AX, 
(4) 

- Sam Xp =P: F alten) - ЛО) [= -S] AX. 
k-0 

$, и 5, дают приближенные значения для статических моментов 

S, и Sy фигуры ABCD относительно осей Охи Оу соответственно. 

Точные выражения для 5, и Sy получим, переходя в равенствах 

(4) к пределу при А = тахАх, > 0. Замечаем, что выражение для 

$. представляет собой интегральную сумму Римана для функции 

All fz (x) - Ло) | в [a, 6]. Поскольку Л(х) и f(x) € C (la, 6), то 

SL) - Ло Je R (la, 61) 
и, следовательно, 

b 

S, =limS, =5 [[2- Re ]ax. 

yA 
‹ С 

р Po РГ 

рр — В 

APT. Ty 

а b — 

Рис. 10.55. К определению центра 
масс плоской фигуры 
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Выражение для 5, перепишем в виде 

_ п-1 

Sy р” Жк оби) = Ai Xe] O% — 

N= ! 

-5 [6 (%eat) -Л (Xp41)] (AX, )?. 

Здесь первая сумма в правой части представляет собой интег- 

ральную сумму Римана для функции рх:[№(х)- Л(х)] в [а,6]. 

Поскольку px . [№ (х)- Л(х)|е С ((а, 5]), то 

n-| b 

limp 2, Xe [О ) = fi ead] Аж = fx [AD -ACd] a. 

Покажем, что вторая сумма в правой части выражения для S, 

стремится к нулю при 2 -> 0. Действительно, имеем 

п-1 . 

5 Уж) - Лока) (Ах )?| < 
k=0 

n-| п-1 

РУ [бы = ЛЖ) (Ax)? < Ap DY Aan) — ЛО) Ахь . 
2 {20 2 kK 

Поскольку 

n-| b 

lim 2 (жы) = лож) Аж = [lA - AO) ах, 

п-1 

ибо [f(x) - Л С (а, 6] „то tim PS буш) ira] A% =0, 
> k=0 

п-1 
а, следовательно, и Пт. У [Ро - Ai (%ea1)] (Ах)? = 0. A тогда 

будем иметь 

_ b 
Sy =limS, =p-[x[fy(x)- Ло] dx. 

a 

По статическим моментам 5, HS, легко найти теперь координа- 
ты центра масс (хе, ус) фигуры ABCD. Обозначим через т массу 

фигуры ABCD. Ясно, что 

b 

m=p-{[fy(x) - A] dx. 
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По основному свойству центра Macc имеем 

т.Хс=5,; m-yo=S,. 

Отсюда 

b Г, 

[о - ло] 5 ЛС 
=4 , Ус =—^ = a 

l 
. (5) ХС = 

з 
©
 

N
o
]
 — 

b b 

J[AC)- A] dx JIA) - Ao] dx 

В частности, если фигура ABCD есть криволинейная трапеция, 

ограниченная снизу осью Ox, сверху графиком функции у = f(x), 

ХЕ [а, 6], ас боков отрезками прямых x =a, x =b (a<b), то, по- 

лагая в формулах (5) Л(х)=0, (x) = f(x), хе [а, 6], получим 

b b 
Jx-S(x)dx [ f° (ax 

Xe = 45 ) Yo = 55 ° (6) 

J f@)dx [ лодах 
a a 

Из формулы для ус в (6) находим 

b b 
ус - [Года = f f(x) dx, 

a a 

или, умножив обе части последнего равенства Ha х, 

b b 
2c -[ f(x)dx = п| f?(x) dx . (7) 

a a 

Правая часть равенства (7) выражает объем V Tena, полученно- 
го от вращения криволинейной трапеции вокруг оси Ох. В левой 
части равенства (7) множитель 2хус есть длина окружности, KO- 
торую описывает центр масс криволинейной трапеции при вра- 

b 
щении ее вокруг оси Ох; множитель | J (x)dx есть площадь S кри- 

а 

волинейной трапеции. Таким образом, мы приходим ко второй теореме 

Гульдена. 
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Объем тела, образованного Bpa- AY 
щением плоской фигуры вокруг не 
пересекающей ее оси, расположен- 

ной в плоскости фигуры, равен 
произведению площади 5 этой 
фигуры на длину окружности, О а 
описываемой центром масс этой R ~ 
фигуры. Заметим, что если плос- 
кая фигура имеет ось симметрии, 0.56. К 
то центр масс фигуры лежит на Рис. 10.5 . т иквута 
этой OCH. центра ма укру 

Пример 2. Найти координаты центра масс полукруга радиуса А. 

2 
кА 4 3 
=. V=—nR: Ve=S. === № Имеем 5 5 ЗК; Г =5.21% > Ve 5-5 

-4 mR’ -2 1% хе =0 , ибо фигура симметрична относительно 

оси Оу. 4 
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